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EdgeworthExpansionandRegenerativeBlockBootstrap  
fbrErgodicDi庁usion  

東京大学大学院数理科学研究科 深澤正彰  

1 はじめに  

ブートストラップとは1979年にE鉦onによって定式化されたリサンプリング手法である．独立同分布確率  

変数列の観測に対し適当な推定量を考えた時，その推定量の分布を評価するのは理論上，実用上共に重要な問  

題であるが，漸近正規性に基づく伝統的な正規近似に対し，ブートストラップはより適切かつ簡便な近似を与  

えている．   

この成功を受けて，独立でない定常時系列に対しても，これに対応する手法が提案され，議論されてきた．  

本報告では，拡散過程に対するブートストラップ事故が捷奏され，その正当性が議論される．連続時間確率過  

程に対するブートストラップについては，特殊な枠組におけるものを除くと，筆者の知る限り未だ有効な手法  

が知られておらず，本報告で提案されるブートストラップは，二次の正確さが保証された最初のものとなる．  

2 エッジワース展開  

定義‥ ズ＝（ズt）を，ある適当な確率空間で定義された一次元拡散過程とし，Z＝（筑）をズの加法的汎  

関数とする．また，股上の分布〃に対し，〃がズの初期分布となるような確率測度，  

上  
J㍉ト】＝   鳥卜】〃（血）  

を定義する．R上の固定した2点，笹ルに対し，マルコフ時刻の列γm，m∈Nを以下のように定義しよう・  

乃＝i正（f≧0；方丈＝エ），づ㌦＝inf小≧Th；端＝y），7h＋1＝inf（電≧㍍；∬土＝ヱ）・   

さらにブロック札（凡1，エm）をj㌔も＝gT叫1－み仇，エm＝㌦＋1－Tmによって定義すると，（j㌦，エm），m∈N  

はちのもと，独立同分布となる・昂＝grl，エ0＝乃とおくと，（乱いエm）は（昂，エ0）とも独立である・こ  

こで∬，y，〃は鳥［乃＜∞】＝1，ろ▲【乃＜∞】＝1を満たす任意のものでよい・Gm＝凡－－エmβ／αとおく・  

さて，定義されたブロック列に対し，モーメントを以下のように定義しよう．  

α＝島【エ1】，β＝他）＝鳥【瑚，β＝（βJ）＝島【¢1上′1】，r＝（7i，ゴ）＝Ⅴ町。［仇】／α，  

K煩＝和郎無私7刷＝（K‘，j，た－¶，ゴ伽－¶，刷－7た硝）／α・   

定理：A（β／α）＝0を満たすβ／αの近傍で4回連続微分可能な関数A：R几→温に対し，ズ，g，エ，yにつ  

いての適当な仮定のもと，  

詣瀬血（窮ゾけ付∈呵一上アT叫  

は0（丁‾1）となる・ここで初期分布〟は定常分布であり，  

ア丁（z）＝㈹＋蒜〈告z＋畠（z3瑚〉¢（z），  
7L TI  

i，ゴ＝1  i，ムた＝1  Al＝喜史α賄，A2＝∑α岬i，ゴ，た＋3∑岬刷¶，ヱ，                                 i，ゴ，た，た1  
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また，  
†l  

瓜j＝句A（β／α），帰＝的A（β／α），α2＝∑町制・  
t，コ＝1   

である．   

以下，ズは，ある確率微分方程式，  

d∬七＝む（∬電）d壬＋α（ズセ）dβ亡   

に従っているものとしよう．定理の仮定に関して例えば次のような十分条件を得た．  

命題：係数わは局所可積分，Jは局所有罪で，1／Jは多項式増大とする・さらに係数について，  

Sgn（∬）わ（∬）  
Zim sup ＜0  
茹ニ「‘中）2  

が成立するとき，任意のェ，yと，区間［∬，y】上一次独立な多項式増大連続関数を成分とするベクトルJに対  

して，吼＝J（端）虎は定理の仮定を清たす・   

3 ブートストラップ   

以下，A（・）軋ある既知のA（・，・）によって，A（z）＝A（z，β／α）と表現でき，さらにヽ庁A（み／r）の漸近分  

散が1である場合を考えよう・エッジワース展開に用いたブロック，（j㌦，エm），m∈Nは独立同分布列である  

ことに再び注意する・このブロック列に対して，ブートストラップ・リサンプリングを行おう・観測（ズま）0≦士≦r  

が含むブロックの数を怖とおく・（（凡いエm））禁1上の一様分布に従う確率変数列（（瑞，エ㌫））禁1を考え  

る．ヽ庁A（み／r）に関するブートストラップ推定量Aをを  

几  

J戸j（ぢ／r＊）仲＋∑有射（2a∂v暫）  

j＝1   

と定義する．ただし，  
〟丁 〃T  

A（・）ニス（－，βノa），考＝∑瑞，㍗＝∑エ㌫  
m＝1 m＝1   

で，▲はモーメント，またはモーメントの関数である量を，対応する標本モーメントで置き換えたものであるり．  

このブートストラップ推定量に対して，以下の定理を得た．   

定理：先の定理の仮定に加え，上の設定のもと，  

紺p凧ー血（み／ア）≦z卜ぢ【Aを≦g】l Z∈R  

は0ち（r‾1）となる・ここで，ぢは観測（ふ）0≦七≦Tのもとでの条件付き確率を表す・ただしめ＝0の場  

合はぢ【Aを≦z］＝0と解釈する・   

OU過程，CIR過程などのMLEに関して，そのスチューデント化が我々の定理の条件を満たすことが証明  

できる．かくして我々は，エルゴード性を持つ一次元拡散過程に対する推定量の分布を評価する上で，二次の  

正確さを持つ有力な手法を手に入れたことになる．  
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Metropolis－Hastingsalgorithmswithacceptanceratiosof  
nearly 1 

東京大学大学院数理科学研究科  鎌谷研吾  

概要   

積分計算の方法として，モンテカルロ法は頻繁に用いられる手法で，様々な種類のモンテカルロ法  

が存在し，適用されている．いま，Ⅲは（Rd，β（Rd））上の確率密度関数∬をもつ確率卿度とし，〟（H）  

関数JにたいしてH（J）を求めたいとする・このときシンプルなモンテカルロ法では，分布がHに  

従う独立確率変数列ズ1，…，恥を作り，藤験分布ⅢⅣからH〃（J）を計算する．すると対数の法則  

によりnN（f）はrI（f）にalmostsurelyに収束する・～方このような独立確率変数列を作る事が困  

難な場合や，計算時間を考えると有効でない場合にはⅢに収束するマルコプチェインズ1，‥・，ズ〃  

によって経験分布を作る方法が用いられる．このような方法はマルコフチェインモンテカルロ法と  

呼ばれ，マルコフチェインの作り方によってⅢⅣ（′）がⅢ（ノ）に収束する十分条件が研究されてきた・   

Ⅲに分布が収束するマルコプチェインを作る一般的方法はメトロポリスーへイスティングス法と  

呼ばれるもので，Metropolisetal．［4］によって1950年代から研究されているアルゴリズムである・  

ランダムウオークを次の様に修正する事により得られる．まずズ。＝∬∈Rdを勝手にとり，独立確  

率変数列l仇，Ⅵち，…～q（y）勾によって   

㍑＝＋吼witbp1，㌦）  
ズm＝〈 （1）  

とする．ただし，α：R2d→【0，1】はacceptanceratioとよばれ，α（3＝，y）＝minil，汀（x）／7T（y））と定  

義される．このマルコプチェインはⅡを不変分布として持ち，HⅣ（J）がⅢ（J）に収束する様なHの  

十分条件が調べられている（Roberts＆Tweedie【6】など）・   

90年代中頃から，上記の方法とは異なったメトロポリスーへイスティングス法も研究されている・  

β＝（βホモ∈R＋）を標準ブラウン運動とすると，b（ご）＝2‾1∇log町（ェ）にたいして  

dズt＝わ（方丈）df＋dβバズ0＝∬  
（2）   

の解はHを不変分布としてもつ．これを利用し，この解のオイラー丸山の離散化を上記の様に修正  

する事により新しいメトロポリスーへイスティングス法を定める事が出来る．この方法はメトロポ  

リス修正を施したランジュバン法などと呼ばれていて，離散化の施し方に依ってまたいくつかの方  

法が存在し，IIN（f）がII（f）に収束する様な十分条件が調べられている（Stramer＆Tweedie［7，8］  

など）・   

メトロポリスーへイスティングス法では，さらに次元の異なる空間の和集合を扱える，t」バーシブ  

ルジャンプ法という方法も存在する（Green［3］，Andrieue七al．tl】など）パラメータの数の推定も  

含めた推定に用いられている．さらに最近では以上の様な時間一様のマルコフチェインだけでなく，  

複雑なアルゴリズムを提案し研究をすることが盛んである（Rober七S＆Rosenthal［5】，Andrieu  

Moulines［2］など）．   

以上に挙げた以外にも，ベイズ理論に有用なギプスサンプラ一等様々なモンテカルロ法が存在し，  

場合に依って適度な方法を選ぶ事が必要である．今回の発表では，Ⅲの裾が重い場合を想定し，そ  
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のときに適したアルゴリズムを上記の確率微分方程式のオイラ岬一丸山の離散化を利用して構成す  

る．このアルゴリズムの理論的な収束オーダーの計算と数値計算により有用な場合と不都合な場合  

を検証する．  

参考文献  

【1】C・Andrieu，P・M・Djuric，andA・I）oucet．ModelselectionbyMCMCcomputation，Si9nal   

Pmceβ血タ，（81）：19－37，2001・   

［2］C・AndrieuandE・Moulines・OntheErgodicityPropertiesofsomeAdaptiveMCMCAlgo－  

ri七hms．2005．   

［3lP．）．Green．ReversiblejumpMarkovchainMon七eCarlocomputationandB町eSianmOdel   

determination．Biometrika，82（4）：71ト732，1995．   

〔4】N・Metropolis，A・W・Rosenbluth，M・N・Rosenbluth，A・H・Teller，andE・Teller．Equationsof   

S七atecalculationsbyfastcomputingmachines．JournalofC7LemicalPhysics，21：1087－1092，   

1953．   

【5］G．0・RobertsandJ．S・Rosenthal・CouplingandErgodicityofAdaptiveMCMC．March  

2005．   

【6】G．0・Rober七Sand R．L．Tweedie・Geometricconvergenceand centrallimittheoremsfor   

multidimensionalHastingsandMetropolisalgorithm，1994．   

【7］0．Stramerand R・L・Tweedie・Di仔usions with given stationary distiributionsand their   

discreti2；ations・MethodoZqgyandCo77Wutin9inAppliedProbabilities，1（3）：283－306，1999．  

［8］0・Stramerand R・L・Tweedie・SelトTargetingCandidatesforMetropolis－HastingsAlgo－   

ritbms・〟e兢odoねタyαmdComp髄血タimAp錘edPγ0むα机砧eβ，1（3）：30ト328，1999．  
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離散観測されるジャンプ型確率過程のジャンプ検出法  

大阪大学基礎工学研究科 清水泰隆   

1．研究の動機と概要   

フィルター付き確率空間（n，g，（夙）壬≧0，肝）上のふ次元確率過程  

．f二‾＿亡  方丈（山）ニ∈（山）＋勘（山）十   り（β，ズ8【，エ）d〃（dβ×dヱ）  
（1）  

を考える．ここに，厨＝Rd＼（0），どはある確率変数，〃（血×dヱ）はポアソンランダム測度で，  

そのコンペンセイター〃が存在して〝（d土×d）＝カ（ヱ）d£dg＝入β為（z）d兢と表されると仮  

定する・ただし，〝仙1］×呵＜∞・また，相，∬，Z）はR＋×Rdx茸上の可測関数で，条件  

IT眈〇，ヱト仙y，ヱ）l≦匝一畳トト勅霊，ヱ）l≦爪ヱ）（1十回），かつんぐ2（z）dヱ＜∞を満たすものと  

する．ただし，A≦βは，ある正の定数Cに対してA≦Cβであることを表す．さらに，αは  

α0＝0なる．乳一適合な確率過程で，あるα，む＞0と，任意のβ，f∈Rdに対して  

呵αモーα。lα≦l王一占l…  
（2）  

を満たすとする．したがって，α土は連続なパスを持つ確率過程である．   

このようなジャンプ型確率過程は，ファイナンス等の応用分野で頻繁に用いられつつあり，現実的  

な要請として離散観測による統計推測は必須問題である・すなわち・離散観測（∬l㌻）覧0，ま㌢＝妬l  

によるパラメータ推定問題が実務上重要である．   

この間膚に対して，特に，ズがマルコフ型のジャンプ型拡散過程の場合について，Shimi2u乱nd  

‰shida囲が漸近有効な推定関数を提案した・そこでの基本的なアイデアは，△ズ㌢＝ズ£㌻－∬亡Ll  

の絶対値の大小により，区間［払いf㌢）におけるジャンプの有無を判定しようというものであり，  

m→∞となるほどその判定は確かになる．ところが，」mの大きさに対する判定の正確さは個々の  

モデルに依存しており，l△ズ㌻l＞rれという判定条件を作るに際して，いかなる列γnを選ぶかと  

いう問題が応用上最も重要な課贋となる・ところが，漸近論における解答はrn＝0（九£）であり，  

これでは具体的にγnを決めることはできないのである．   

本報告では，上記の問題に対してひとつの方法論を提示する・すなわち，実データ（ズ号‡覧。が  

与えられたとき，各観測区間［土Ll，壬㌢）におけるジャンプの有無を判別するフィルター  

L昭れ（rn）＝（〟；】△方㌢l＞γれ） γれ＝0（九£）   

におけるrれの具体的な選択方法を提案する．   

2．フィルターの選択基準と選択のアルゴリズム  

（3）   

推定精度のよいフィルターを得るために，モデル（1）内のあるパラメータに着目する．母数  

入＝上1上〝（dβ叫  

はジャンプの回数の強度を表す母数であり，モデルのmisspeci丘cationの下でもこの母数の一致推  

定量は構成できて，定義関数∫に対して，  

Åm（γれ）＝酌））  
（4）   
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となる．更に，この推定量は町人れ（丁・m）1→ス（m→∞）となることが知られいる・   

そこで，この推定量入れれ）の，mを固定した下での真値入に対するバイアスができるだけ小さ  

くなるようにrれを求めることが考えられる．  

ここで，∈m（γれ）＝珊瑚＞γnTJ㌍0）とおく・ただし，呵＝呵岬町々＝  
京＝1  

＃（£∈帆1，け）；l△∬㍗1＞0‡である・次の命題に注意しよう・  

命題1んれ→0に対して，gn：＝九こ1仁几（rn卜1ヱl＜㌢ J（z）dヱ＋叩れ）とする・ただし，∂れは十分  

早く0に収束する列である．このとき，次の不等式が成り立つ：  

た≦e入人用（rれ）≦gれ．   

J（z）dzである・  

（5）  

上  
ここに，ゼれ：＝gれ－  

J守＜一之l≦2rn  

この命題より，‰＋gn究0となるようにγれを選ぶのことが，我々の問題に対する一つの考え方で  

あろう．すなわち，  

エ勅：＝2妬）一夫＜脚れ 
∫榊  

＝ 2九言1∈n（7・n卜五山（rれ），  
（6）  

（ただし，抽（γれ）＝んl≦㌢J（g）d汗Jzl≦2rノ（z）dz）に対して，ムれ（γm）＝0となるようなrnを  

求めることが考えられる．亡れ（γ）はrに関して単調減少で，亡れ（0）＝1，lim∈れ（γ）＝0，また，血中）  
r→OCl  

は正使単調増加であるから，このような解γnは一意に存在する．   

∬がジャンプ型拡散過程の場合には，局所ガウス近似によって亡m（rn）を近似できて，また，J  

に対してはSbim払小関で提案されたある種のカーネル推定量ふを用いることにより，エれ）の近  

似を作ることができる．しかし，ここではまだ，亡れ（rれ）やふの中に‥昭n（rれ）によって推定され  

るべき母数が含まれることに注意しなければならない、   

そこで，まず適当にrれの初期値γ㌘）を選んでおき，それを用いて亡n（rn）やふの推定量である  

亡汐）（rn）やぼ）を構成し，エ（γれ）の近似を作る．これを祀）れ）＝2垢1亡㌘）（γれ卜血（0）（γn）と書  

こう．この下で認）（r几）＝0の解をγ崇）とおき，これを第一段階の開催と呼ぶ．この換作を繰り  
返すことにより，第た一段階の開催r㌘）を  

エ禁）（rれ）＝2九こ1亡㌘‾1）（γ乃卜宜m£（たtl）（rれ）＝0  
（7）  

の解として定義する．た→00とすることで，r㌘）はある定数に収束するであろうことが，数値実  

験で予想される（実際は克＝10程で十安定する）．この結果として，摺れ（γ㌘））を用いて作られた  
推定量の精度は非常に高まることが実験的に示される．   

この方法は，広いモデルに応用でき非常に実際的な方法で，実務上強力な道具となるであろう，  
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Mightyconvergenceofs七atisticalrandomfieldsandapplicationsto  
StOChasticdiHeren七ialequations  

Nakahiro YOSHIDA  

GraduaもeSchc・0lofMathema七ica．1Sciences，UniversltyOfTokyo，   

Analysisofthelikelihoodratioisthe丘rstkeystepinordertoinves七igatetheperformanceofstatistics・  
AftertheinitiationofthelocalasymptoticnormalitybyLeCamandH凝ek，aneWPara・digmofanalysiswaぶ  
establishedbyIbragimovandHas，minskii［1，2，3］．Thatis，al1asympto七icpropertiesofstatisticsinlikelihood  
analvsiscouldbereducedintheconvergenceofthera血domaeldformedbythelikelihoodratios・Thisprc＞gram  
waBSuCCeSSfu11yimplementedmainlyforiLi．d．settingsandwhiteGaussiannOisemodels・   

Letfe＝（Xe，AE，帯，8∈0）beasequenceofstatisticalexperimentswi七hE∈（0，l］・Odenotesapar乱met・er  

spaceinRm．p（E）isapositivenormalizingfactorもendingto乙erOaSe10．Fora8o∈0，definearandomfield  

Z∈byg潮＝幣（∬亡）払r祝∈脱m・   

WeassumethefiniねdimeモSionalconvergence‥Z亡→dJZ，WhereZisae（Rm）－Ⅴaluedrandorn、・ariable・1  
Thenfromthelargedeviationlnequality  

アヤま′2（祝）≧e叫，†］≦e‾岬  （1）  

forsomepy＞Oandc＞0，2Ibragimov－Has，minskii【1，2，3］provedthewea・kconvergence（PE）Z亡→L：iZ），  

moreover，七heinequalityPe［sup㈱Z亡（u）＞e‾Clr7 ］≦TClr7 ・工f克uniquelyattainsthemadmumofZ（u），  
thenforanysequenceofthemaximumlikelihoodestimatorOeforO，免E‥＝甲（e）－1（∂亡－8o）→d克andPEげ挿誹→  
Pげ（明知everyJ∈q（Rm）・3   
Convergenceofmomentsorsharpestimateoftheerrorproba・bilityofaneStimatorplaysanessentialrole  
inthekeystepsoftheoreticalstatistics．Formeanbiascorrectiontoanestimator，WeneedもheexisもerlCeOf  

themeanOfit・Theexpectedvalueoftheplug－infunctionalPe［loglikelihood（克e）］isnecessaryin 
． 

asthecorrectiontermisnothingbutthe mean squareof克e4Itisimpossible todevelopthehigher－Order  

asymptotictheorywithoutthehllowingtypeestimate：P［l∂n－8oI＞n－β］≦nNNforβ＜1／2・AIso－forthe  
SameeStimatesforBayesestimators，Weneedanestimateofthelargedeviationprobabilityfbrthelikelihood  

ratiorandomfield．Thenecessityofthepolynomialtypelargedeviationinequalitiesinthetheoryofa，SymPtOtic  

expanSionoftheestimatorsforstochastic processes motivates this article（cf・YoshidaL15〕，Saltamoto and  

Ybsbida［7，8】）．   

Kutoyantsfoundtha七IbraglmOV－Has’minskii’sschemeco一ユ1dworkforstochasticprocessesincludingdi軌1Sion  
typeprocesses andpointprocesses・Amonghis many results，Kutoyants established acomplete theory for  

PrOCeSSeSWithsmalldi乱sions（Kutoyants［4〕）・Manyapplicationsofthismethodologywerealsopresented  
inKutoyants［5】■ WeshouldnotethattheIbragimov－HaB’minskii－Kutoyantsつtheorywase蝕ctively usedin  
derivationofasymptoticexpanSions（【12，14】）・   

Asthecoreofthe theory，thelarge deviationinequality（1）isnot easy to obtain formostofstochastic  

PrOCeSSeS｝eVenfornonlinearergodicdi乱sions；aSympも0七ictheoryforsmal1perturbed systemsisspecialin  
thissense．AsseeninKu七OyantS【4〕，forergodicdi庁usions，isnecessaryanexplicitexpressionofthemoment  

1e（Rm）isthesapceofcontinuousfunctionsthattendstozeroatthein餌ity・   
2pedenotes環。・Byconvention，P亡functionsastheexpectationforarandomvariable・  3 

Thesetofcontinuousfunctionson取TTlofatmostpolynomialgrow七h・   

4工ntheliteratureofaBYmptO七icstatisticsIunfbrtunately，SuChanexpecta・tionhasbeenveryoftenassumedtoexistwithoutany  

mathematicalbacking・Rigoroustreatmentofthisproblemunderacertairlintegrabilitya5Sumptioncanbeseen，e・g・，inUchida  

andYosbida【10】・  
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generatingfunctionofakindofdeviationinthestatisticalmodel，althoughitimpliesverystrongresultssuchas  

theconvergenceofmomentsonceitisob七ained；S七rongassumptionspossiblyproducestrongresults！Without  
SuChastrongassump七ion，the convergenceofsta七isticalrandom Aelds wasprovedin［11】，howeverwithout  

momentconvergence・   

Itisanimportantobservation，aSSOmeOfstatisticianshaNebeenawareandreal1yitwa5implicitlywritten  

inrbragimovandⅡas’minskii’spapers，thattheexponen七ialtypelargedeviationinequalitylike（1）ismuch  

S七rongerthanolユruSe・Thepolynomialtypelargedeviationinequalityiss11fBcienttodevelopatheory．Here  

thepolynomialtypelargedeviationinequalitymeans：P亡［supu：仲Z｛（u）≧rl≦認（r＞0）because  
therateoftheconvergenceof七heprobabilityisoforfasterthanapolynomialorder．Someexponentialinplace  

ofr－Nontheleft～handsideisveryoftenpossible・   

Kutoyants［6］presentedapolynomialtypelargedevia七ioninequalityforone－dimensionaldiffusionsbymeanS  
Ofthelocaltimer Apolynomialtypelargedeviationinequalityinamoreabstractsettingofthepartial1ylocal1y  

asympto七ical1yquadra・七ic（PLAQ）sequenceofexperiments（wi七houtanySPeCialpropertiesbelongingtodiffusion  

processes）waspresentedin2004．5nomthisresult，fbrstochasticprocessesincludingnonlinearnon－Gaussian  

timeseriesmodelsandsemimartingalesaswellasmulti－dimensionaldi軌1Sionprocesses，itispossibletoobtain  

newconvergenceresults，e・g・，theconvergenceofmomentsoftheM－eStimator，andtheasymptoticnormality  

OftheBayesestimatorandconvergenceofmomentsofi七・Ourresultsalsoprovidethesameconsequenceseven  
forestimatorsbasedonsampleddata丘omdi凪1Sionswith／withoutjumps6．   

Asanexample，Wediscussestimationproblem（anMLEtypeestima七OrandBayesianeStimators）under  

ahigh一缶equencysamPlingschemeandshowtheconvergenceofmomentsaswellastheasymptoticnormality  
Ofthem・Theauthorhopes thatour approach enablesus七O COnneCt theIbraglmOV－Ha5，minskii－KutoyantS，  

PrOgraminthe asymptotic decision七heory tothe quasi－1ikelihoodanalysis thatisinevitablein statisticsfor  
Sampledcon七inuolユS－七imeprocesses．   

Oursettingincludestheso－Callednon－ergOdicexperiments．There，thelimit竜ofthe estimator，doesnot  

necessarily admitmoments；forexample，thelimitdis七ribution ofthemaximumlikelihood estimatorhasthe  

CauchydistributioninasimpleexamPleinthenon－ergOdicsta七istics．Sonotheorythatensuresal1moments  

Shouldexist・Weshalldealwiththeorderofmomentmorecarefu11ythaninthecaseofexponentialtypelarge  
devia七ioninequality．   
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オイラー標数法による直交不変ランダム行列の最大固有債分布の近似  

統計数理研  栗木哲  

東京大情報理工 竹村彰通  

1．チューブ法とオイラー標教法   

添字集合J⊂脱mを持っ確率場ズ（ま）（ま∈J⊂隠れ）の最大値分布P（諾）＝P（sup柁∫ズ（り≧ヱ）  

を近似するための方法として，チューブ法とオイラー標数法が知られている．チューブ法  

とは，平均0，分散1の正規確率場に対して適用されるものであり，最大値分布と，確率場  

ズ（・）の相関構造から適当な方法で定義されるリーマン部分多様体〟のまわりの「チュー  

ブ」の体積とが1対1に対応することから，チューブの体積評価を通して最大値分布を評  

価するというものである．チューブ法は，正則条件（サンプルパスが滑らか，〃の臨界半  

径が正）の下で，その近似誤差が指数的微小量となるという意味において正当（valid）で  

あることが示されている．   

一方のオイラー標数法は，イクスカーション集合A。＝（ま∈Jlズ（り≧∬）のオイラー  

ノヽヽ 標数の期待値P（∬）＝呵x（A。）】を∬が大きいときに最大値の上側確率P（ェ）の近似値とし  
て用いるという方法である．とくにズ（・）が正規確率場の場合には，チューブ法と等価で  

あるこ、とが示されている．したがって正規確率場に対するオイラー標数法は正当である．  

しかしオイラー棟数法自体は非正規確率場に対しても適用しうるものであり，その場合そ  

の近似が正当であるか，すなわち誤差が微小であるかどうかは一般にはよく分かっていな  

い．本報告では，オイラ←標教法の誤差評価の一般論に向けた試みとして，一つの例題を  

通してオイラー標数法が正当であるかどうかを見てゆくことにする．  

2．直交不変な対称ランダム行列の最大固有値の分布   

pxp実対称ランダム行列Ⅳ＝（勒）でルベーグ測度dⅣ＝几≧j血豆Jに対して次の形の  

密度関数J（Ⅳ）をもつものを考える・  

p  

∫（Ⅳ）＝H抽）（ヱ1≧…≧gpはWの固有値）・  
宜＝＝1  

添字集合を単位球面野‾1とする確率場を2次形式ズ（た）＝ん′Ⅳ克，ん∈評‾1によって定義  

し，その最大値，すなわち最大固有値の上側確率P（£）＝P（入max（Ⅳ）≧∬）を考える・   
タ（・）に関して次の仮定をおく・  

仮定1α＝＝in叩lタ（g）＞0），わ＝Sup（ヱIg（g）＞0）とおく・g（・）は（α，む）で非負かつ区分的  
連続．c＜わが存在し，ほ（c，あ）でタ（g）＞0・  

■■、  最大固有値の上側確率のオイラー標数法近似P（£）として次の形を得る・  
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定理1trJ（・）をブ次基本対称式とする・またn壱＝Ⅶ1（S五‾1）＝2汀宜／2／叩／2）とおく．  

（i）あ＝∞の場合・   

刷2っ…，ら）  柚＝離岩卜1）J上∞～冒－1瑚）動上，J2，…，′p，α 夏＝1j＝0  
× m（ト抽（g2）…鵡）dJ2…dgp・  
2≦iくJ≦p  

（ii）占＜∞の場合・  

軸＝雛岩（－1）ゴ上b（占                                 J＿＿．＿n        j＝1ムJ＝O Jェ  tr腑（…2｝…，わーら）  
JわJ2＞…＞gp＞α  ，＞…＞L＞α  

× m（トち馴2）…g（gp）dg2…dJp・  
2≦i＜j≦p  

また式中の和∑ぎ≡去の各項はJが大きいほどェ†みのとき漸近的に微小となる・（すなわち  

和∑言≡孟は，J＝0の項を主項とする漸近展開を表している・）  

一｛・ヽ．  オイラー標数法の近似誤差を△P（∬）＝P（諾）wP（∬）とおく・エ†ぁのときに△P（∬）が  
〈、＿．＿＿ノー、 P（∬）よりも漸近的に小さいとき，すなわち△P（∬）＝0（P（ヱ））のとき，オイラー標数法近  
〈 似は弱い意味で正当ということにする・また∬†むのときに△P（∬）が漸近展開式P（£）の  

各項よりも漸近的に微小であるとき，このオイラー標教法近似は正当ということにする．  

定理2仮定1の下で，わ＝∞，わ＜∞の両者においてオイラー標教法は弱い意味で正当  

である．またさらにp＝2であるか，p≧3かつ  

ょ聖∬2p‾2β（∬）＝0（わ＝∞の場合），  

恕（わー∬）‾恒）タ（∬）＝0（む＜∞の場合）  

であるならば，オイラー標教法は正当である．   

ご†ぁのときのタ（ヱ）→0の収束が十分に速ければ，すなわちⅣの密度関数がそのサポー  

トの上界付近で十分に速く0に収束するならば，オイラー棟数法は正当となる．   

3．例題   

多変量解析において標準的な直交不変ランダム行列であるウイシヤート行列1％（几）（れ＞  

p－1），多変量ベー タ行列卑（叫／2，れ2／2）（軋れ2＞p－1），および逆ウイシヤート行列  

町1（m）（m＞p－1）について，その最大固有債分布のオイラー標数法近似と誤差の漸近  

評価を具体的に与えることができる．定理2より，これらの3つの例のどの場合につい  

てもオイラー標数法は弱い意味で正当であるが，とくにウイシヤート行列ではいかなる  

p，乃についても正当，多変量ベータ行列，逆ウイシヤート行列ではそれぞれ3p＜れ2＋5，  

3p＜乃＋5のとき正当となる．近似公式の具体的な形と，その誤差の漸近的，数値的評価  

については当日説明する．  
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AsymptoticminimaxityofBayesianprediction  

nlmlyaSuKonlaki  

DepartmentofMathematicalInformatics  
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Summary  

WbinvestigatedecisiontheoreticpropertiessuchasminimaxityandadmissibilityofB町eSian  
predictivedistributionsinthe丘・ameWOrkofasymptotictheory・Kullback－Leiblerdivergenceh・Om  
thetruedistributiontoapredictivedistributionisadoptedasalossfunction．   

1． IntrodlユC七ion   

Supposethatwehaveasetofindependentobservationsx（N）＝（x（1），X（2），…，3：（N））丘om  
adistributionwithdensityp（xlO）thatbelongstoamodel‡p（3：］0）fO＝（01，02，…，Od）∈0）・An  
unobservedvariabley：＝X（N＋1）丘omthesamedistributionp（ylO）ispredictedbyusinga  
predictivedensi七yP（y；X（N）），   
WbadopttheKullback－LeiblerdivergenceD（p（yJO），i3（y；X（N）））：＝Jp（ylO）log（p（y［0）／P（y；3：（N）））dy，  
whichhasanatlユralinfbrmationtheoreticmeaning，aSalossfunction・Weevaluatetheperfor－  

manCeOfpredictivedistributionsbyusingtheriskfurlCtionE［D（p，P）I8］＝Ip（x（N）lO）Jp（y（0）  
log（p（呈掴）／弛；∬（〃）））d研k（Ⅳ）   

AwidelyusedmethodtoconstructapredictivedensityistouヲeaPlug－indensityp（yfa（x（N））），  
where6（x（N））isanappropriateestima．torofO．However，Bayeslanpredictivedensities  

J、p（y岬）p（ご（呵lβ）∬（β）dβ  
恥（笠座（〃））＝   

Jp（ご（Ⅳ）例∬（郎d∂  

havebetterperfbrmancethanplug－indistributionsinmanyexamples（AitchisonandDunsmore  
（1975），Geisser（1993），Komaki（1996））・   

Inthepresentpaper，WeinvestigatetheuseofshrinkagepriorsfbrconstructingBayesian  

predictivedistributionsasymptotical1ydominatingthosebasedonimpropervaguepriorssuch  
astheJefh・eySprior．   

Inthepresentpaper，COnStruCtingmethodsfbrshrinkageprlOrSareintroducedandproperties  
ofthemareinvestigated丘omtheviewpoin七Ofinformationgeometrybyuslngtheresultsof  
previousstudiesonasymptoticpropertiesofpredictivedis七ributions（Vidoni（1995），Komaki  
（1996），Hartigan（1998），Dattaetal・（2000））・Themodel（p（瑚冊∈0）isregardedaぷa  
manifold，andtherelationbetweendi鮎rentialgeometricpropertiesofthemodelmanifbldand  

theexistenceofshrinkagepr10rSisstudied・   

2． ShrinkageprlOrSaSymptOtical1ydominatingtheJe飴eysprlOr  

First，WePrePareSOmedifferentialgeometricnotionsandnotationstobeused・Inthefollow－  

ing，WeaSSumethatthemodelmanifbldMisad（≧2）－dimensionalconnectedandorientableC  
mamifbld・Theparameterspace∈，isregardedasacoordina七esystemofM・WeuseEinstein，s  
summationconvention：ifanindexoccurstwiceinanyoneterm，OnCeaSanuPPerandoncea5  

alowerindex，Summationoverthatindexisimplied．  
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TheFishermetrictensorisde五nedbygi］（0）：＝E［ailogp（xlO拘logp（xfO）l軋where∂t‥＝  

α ∂／∂Oi．ThecoeiRcientsoftheα－COnneCtionaredefinedbyr；f（0）‥＝rif（0）一号7tjE（8）gkl（0），Where  
rif：＝量（ai9jl（0）＋q91i（0卜∂lgij（0））9kl（0）arethecoefRcientsoftheRiemannia？COnneCtiorl、  

7bk（0）：＝E［ailogp（可0）qlogp（xlO）∂klogp（可0）fO］istheskewnesstensor，andgりdenotesthe  
（i，j）－COmPOnentOftheinversematrixof（gij），SeeAmari（1985）払rdetails・The－1－COnnection  

andトc。nneCtionarecal1edthem－COnneCtionande－COnneCtionandthecoe抗cientsoftheInare  

me denotedbyIlタandI昔respectively・Theα－COVariantderivativeofavectorfieldvisdeBnedby  
O 1 e  

αα． ViVj＝aiVj＋I；孟vk，and∇and∇aredeno七edby∇and∇，reSpeCtively・   
TheLaplacian△onamanifbld（M，9）endowedwithaRiemannianmetric9ijis defined  
by△f＝［9l－1／2∂i（b［1／29ijqf）＝∇i（9ijqf），WherefisarealfunctiononM，and‡9listhe  
determinantOfthema七riⅩ（9ij）・   

Theoreml（Komaki2006）．Let（M，g）beamodelmanifo1dendowedwith the Fisher  
metric．Ifa Green hlnCtion G（E，0）on（M，9）exists，there exist Bayesian predictive distri－  
butionsasymptotical1ydominatingtheBayesianpredictivedistributionbasedon theJeffreys  
prior7TJ（0）∝19（0）［1／2．Inparticular，theBayesianPredictivedistributionbasedontheprior  
7TG（0）dO：＝G（E，0）7rJ（0）dO，Whereど∈Misanarbitrary丘xedpoint，aSymptOticallydominates  
theBayesianpredictivedistributionbasedontheJe敵eysprior・  □  

鉦omtherelation（1／2）gijailog（f／升J）句log（f／7TJ）－（汀J／f）△（f／甘J）＝  

～2（7TJ／f）1／2△（f／灯J）1／2，Wehavethefollowingtheorem・Fbrthedefinitionofsuperharn10nic  
func七ionsonRiemannianmanifolds，Seee．g．Ito（1964）．AC2functionissuperharmonicifand  
Onlyif△J≦0．   

Theorem2（Ⅹomaki2006）・IJetf（0）beasmoothpriordensityonamodelmanibld（M，g）  
endowedwi七htheFishermetric．TheBayesianPredictivedistributionbasedonf（0）asymptot－  
ical1ydominatestheBayesianpredictivedistributionbasedon七heJe駄eysprior7rJ（0）ifand  
onlyif（f／7rJ）1／2isanon－COnStan七posi七ivesuperharmonicfunctionon（M，9）．  □  
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ゲーム論的確率論におけるカルバック情報量  

竹村彰適（東京大学大学院情報理工学系研究科）  

公文雅之（統計数理研究所リスク解析戦略研究センター〉  

竹内 啓（明治学院大半周際学部）  

1．測度論的確率論の役割   

確率論は1930年代のコルモゴロフによる測度論的確率論の定式化により，その数学的基礎が明らかにされ，  

その上で一つの確立した数学分野として大きく発展して来た．測度論的確率論の定式化以前には，フォン・  

ミーゼスの「コレクチーフ」の概念など，頻度論的な確率論の基礎づけが様々な形で試みられていたが，い  

ずれもあまり成功せず，測度論的確率論の定式化とともにそれらはほとんど忘れ去られることとな′J）た．コ  

ルモゴロフによる測度論的確率論では，確率自体は「点」や「線」のように公理的に与えられ，その意味を  

問わないことが特徴となっている．確率を公理として与え，確率論を確率の操作の体系とすることによっ  

て，数学としての確率論が定式化されたと理解できる・伊藤滴の『確率論の基礎』初版（1944）［1卜、の序「と  

にある  

“確率とは，ルベーグ測度である．”ニの言葉ほど確率の数学的本質を突いたものはない．   

という言明が，このような事情を的確に表していると思われる．   

ところが確率の実質的な意味を問わないという態度は一種の思考の停止をも意味している．実はコルモ  

ゴロフ自身，彼の確立した測度論的確率論の定式化に一種のためらいを感じていたのである．コルモゴロ  

フ（196瑚2jの一節を引用すれば以下のようである・  

The set－theoreticaxiomsofprobabilitytheory，inwhose fbrmulationitwas mylot to take  

part，allowedtoeliminatemostofthedifBcultiesinconstruCtingthemathematicalapparatus  

appropriatefbrnlユmerOuSaPPlicationsofprobabilisticmethods，andsosuccessfully、thatthe  

PrOblemof丘ndingthecausesoftheapplicabilityofmathematicalprobabilitytheorywasfblt  
bymanyresearchestobeofsecondarylmPOr七ance．   

Ihavealreadyexpressedthepointofviewthatthebasisoftheapplicabilityofthemathe－  

maticaltheoryofprobabilitytorandomeventsoftherealworldisthe舟equencyqpproachto  
PrObabilityinonefbrmoranother，WhichwassostronglyadvocatedbyvonMises・  

コルモゴロフはこのような観点に立って，自身はKolmogorvcomplexi七yの概念の研究に進んでいくのだ  

が，これも必ずしも成功したとは言えなかったと思われる．   

以上のような状況で，ほとんどの確率論研究者は測度論的確率論以外に確率論の体系はあり得ないと考  

えている．そこに現れたのがVladimirVbvkとGlennShaftrによるゲーム論的確率論の枠組である．  

2．ゲーム論的確率論の定式化   

VladimirVovkは1960年の生まれで，学位論文をコルモゴロフの指導のもとに書いたという意味で，コロ  

モゴロフの最後の弟子の一人である．Vovkは90年代にゲーム論的確率論の構想を次第に具体化していた  

が，GlennShafもrというすぐれた共著者を得て，2001年に“Probabili七yandFinance，汀sOnlyaGame！”  

という本を出版した．   

そこでは，Skepticとよばれる賭をする人と，Realityとよばれる賭の結果を定める人の，二人のプレー  

ヤーの間のゲームを設定することにより，ゲームの結果として確率が定まることが示されている．注目すべ  

きは，測度論無しに，大数の強敵軋中心極限定葦乳重複対数の法卓批 さらに数理ファイナンスにおける価  

格付けの諸公式，などが証明される点にある．しかもそれらの証明は，しばしば測度論における対応する証  
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明より簡明である．実際，ゲーム論的な大数の強法則の証明はほとんど何も数学的な前提を必要とせず高  

校生でも理解できるものとなっており，測度論的な証明の複雑さと比較すると雲泥の差がある．   

以下で，最も簡単なコイン投げの場合のゲームの具体形を紹介しよう．Skepticの初期資金をKo＝1と  

基準化する．以下すべて金額は実数と考え，いくらでもノトさい額の賭金が可能であるとする．ゲームのラウ  

ンドをnで表し，ゲームの繰り返しをn＝＝1，2，…と表す．各ラウンドにおいて，まずSkepticが自身の  

賭金〟れ∈取を明らかにする．それを知った上で，Realityは∬n＝1あるいはヱ乃＝－1を選ぶ．■この場  

合のSkepticへの支払い（ペイオフ）はMnヱnである・K：nをラウンドn終了後のSkep七icの資金とすれば  

差乃＝だれ＿1十吼∬m   

となる．以上で注意すべきは，Realityはご乃＝ニ土1の符号を励の符号と逆に選ぶことができるから，  

Skepticは必ず損をするように思われるところにある．ところが実は次の形の定理（大数の強法則）が成り  

立つ．  

定理  Skepticに戦略7）が存在しRealityが1imn→∞（1／n）（xl＋・・・＋xn）＝0が成り立たな  

いように行動する場合には必ず1imn→∞に門＝∞となる．  

最近我々［31【4】はこの定理に関する初等的かつ非常に簡明な証明を与えている・この定理は，極めて簡単  

なゲームの設定のもとで，実はReality（現実）はあたかも確率的に行動しなければならない，ということを  

示している．ゲームの設定の中には確率的な要素は全くないにもかかわらず，確率的行動が帰結するところ  

が重要である．   

さらに〔3j国においては次の事実が示されている・それは大数法則が成り立たず（1／m）（ェ1＋‥・＋∬几）≠0  

となる場合には，log仁和は（ご1，霊2，…）の経験分布とリスク中立確率との間のカルバック情報量に支配さ  

れる（精度良く近似できる）という事実である．ゲーム論的確率論では，このように測度論的確率論では測  

度0の集合として無視されてしまう標本空間上での確率過程の挙動の分析が可能となる．測度0の集合は  

言わば特異点の集合であり，特異点での挙動を記述できる枠組は非常に有効である．   

ゲーム論的確率論の枠組は現時点ではまだ広く認知されているとは言いがたい・しかしながら，哲学的な  

貫献にとどまらず，ゲーム論的確率論の枠組に基づいて新しい予測アルゴリズム〔鞘9】が開発されるなど，  

工学的にも意味のある結果が得られてきており，筆者は今後の発展が多いに期待できるものと考えている．   
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Bhattacharyya型情報不等式について  

田中秀和 大阪府立大工学研究科  

赤平昌文 筑波大数理物質科学研究科  

1．はじめに   

統計的推定論において，推定量のリスクを評価する際に情報不等式が重要な役割を果たす．特に，不偏推定量の  

分散に対する下界を与える式として，Cram6r－Rao（C－R）の不等式及びこれを精密化したBhattacharyyaの不等  

式はよく知られている（［Z71］）．またC－Rの下界を達成する分布は指数型分布に限るということはよく知られてい  

るのに対し，Bbat七acbaryyaの下界（B－下界）を達成する分布については必ずしも明確にはなっていない．しかし，  

最近，指数型分布族の混合分布族等でもB一下界を達成することが分かってきた（【TAO礼【TO3a＝TO3b】）・   

本論では位置，尺度母数分布族においてB一下界を達成する分布を特定する．また，逐次推定の下で漸近不偏推定  

量のBhattacharyya下界を導出し，その達成についても論じる．  

2．Bhattacharyyaの下界   

まず∬⊂脱rに対し，標本空間（∬，β）上の確率分布族ア＝（為：β∈Q）は，あるグー有限測度〃に対して絶対  

連続とし仁〃に対する確率密度関数をJ（ェ，β）：＝d為／d／上（β∈¢）とする・このとき，標本ズに基づいて，不偏推定  

可能な関数タ（β）の推定問題について考える．ここで0をRlの開区阻∂（ズ）をg（β）の不偏推定塵とし，J，g，∂  

に関して微分と積分の順序交換可能性等の適当な正則条件を仮定する．   

いま，仇：＝（∂リ（∂咋…∂呼）lO≦わ，…，宜r，宜1＋…＋宣r＝～）を微分作用索とし，かた：＝土（∂。胤…，∂た），  

如（ご，∂）：＝かたJ（ェ，β）／J（ェ，β），gた（β）：＝刀柑（β）と表す・これらは∬（：＝（た＋γ）！／（州！））次ベクトルである．こ  

のとき（拡張）Fisber情報量行列を∫言（β）：＝β∂r¢ん（ズ，β）電動（ズ，珊で定義する・このとき，正則条件の下で，任意  

の正の整数たに対して，J芸（β）が8で正則であれば，茸β【∂2（ブ用≧七郎（町芸‾1（β）gた（β）がすべての♂∈鋸こ対し  

て成り立ち，等号は∂（∬）＝七丘た（β）¢た（ェ，β）が世仇α．諾とすべてのβ∈0に対して成り立っ場合に限る．ただし，  

毎（β）＝£（恥0（βト‥，叫∬－1（β））‥＝J芸‾1（β）gた（β）とする．ここで，丁た（β）を通常のFisher情報螢行列とすると  

朋＝（∴詰））  

となり，輪（∂（∬））≧（t∂1，‥・，電∂た）押）存1（β）t（t軋…，t鴎）g（β）＝：執（β）となる．これが通常のBhattach訂汀a  

（払）不等式であり，βた（∂）はた次の払下界と呼ばれている．特にβ1（β）はC－Rの下界と一致する．なお，た次の  

B一下界阜た（β）はC－R下界の精密化となっている．  

3．位置，尺度母数分布族におけるB一下界   

本節においては，［TO3b】に従って，位置，尺度母数分布族におけるB一下界の達成について考える．（i）位置母数  

分布族，つまりJ（ェ，ど）＝J（∬一弘ガ＝㊦ニ＝脱1の場合に次のことが成り立つ．  

定理1．位置母数分布族でB－下界を達成する分布は，p．d．f．が次で与えられる正規分布と指数ガンマ分布に限る：  

（エーど－α）2  

∫㈹＝去 expト   
）  

（ェ，モ∈温1；α∈取1，わ∈温＋），  
2む2  

仲かテ駄expド竿 ＋軒可（∬丁潮α，C∈汲十，捌1＼｛0｝），  

（ii）尺度母数分布族，つまり仲，打）＝J（∬／打）／J，ガ＝Rl，0＝温＋の場合，抱：＝ユog（土擁（再刊（ご），r：＝log打  

と変換することにより位置母数分布族の場合に帰着できて次のことを得る．  

定理2・尺度母数分布族でB一下界を達成する分布は，p・d・f・が次で与えられる対数正規分布LN（α，わ2）（α∈隠1，わ∈  

取＋）同士の混合分布と拡張ガンマ分布Ga（α，占，C）（α，わ∈R十，亡∈Rl＼（0））同士の混合分布に限る‥   

榊＝ p〈‾去（log≡‾伸輔α舶R＋），  
揖 ♭ 

∫輌＝両前（≡）expト三（‡）巨，凋＋；α，C瑚む細＼｛0｝）・  
定理3・位置尺度母数分布族でB－下界を達成する分布は正規分布N宜＋皿町㍍㌔）に限る．  
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4．漸近理論におけるB－下界   

前節の議論から分かるように，小標本の場合には一般の母集団分布族の下で，B一下界は達成され得ない．そこで，大  

標本の場合を考えるが，そもそもB一下界は2次の次数まで考えることによって出現するものであり，この下界を達成  

することは難しい．それを可能にするためには逐次推定を考える必要があり，ここではそれについて論じる（［TA88】）．  

まず，ズいズ2，…，ズm，．‥をたがいに独立に，いずれも（α一有限測度〃に関する）密度′（ご，β）をもつ分布に従う確率  

変数列とする．ただし，β∈0で0は開区間とする．ここで標本の大きさ乃はある逐次法則に従って定められている  

ものとする，いまル♯（β）‥＝且β（陀）とし，レ＊（∂）をβについて一様に大きくなるようにして，βの逐次推定方式のB一下  

界を達成するという意味での2次の漸近有効性について考える．そこで茸∂（乃）＝レ（β）＋0（1），鴨（れ）ル（∂）＝0（1），  

且∂（㌦）ルた（β）＝0（1）（た＝2，3，4），（（∂／∂β）レ（β））ル（β）＝0（1），（（∂2／∂β2）リ（β））ル（β）＝0（1）とし，また，各  

∂∈0について，0＜叩）‥＝ββ附（1）（β，ズ））2i＝一月“g（2）（β，ズ）1＜∞で，ノ（β）：＝月山J（1）（β，ズ）g（2）（β，利，  
∬（β）：＝且描（1）（β，∬））31，〟（β）‥＝且β附（2）（βフズ））2卜J2軌Ⅳ（β）：＝鞠【（押（β，ズ））2～（2）（β，利＋J2（β）とし，  
さらに適当な正則条件を仮定する．  

定理4．適当な正則条件の下で，βの任意の漸近不偏推定量∂れ（すなわち，ββ（軋）＝β＋可1ル））について  

＋諾り2＋0（志）  
J（β）十∬（β）  

1 鴨（√而（∂れ一β））≧両＋   
J（β）   

が成り立つ．   

次に，∂〃エを標本（札．‥，ズn）に基づく（βの）最尤推定量（MLE）とし，β㌫ェを∬β（β㌫ェ）＝β＋0（1ル）とな  
るように漸近的に偏り補正したMLEとする．  

定理5．適当な正則条件の下で，－∑芸1押（触エ，ズi）＝〝（触エ）招㌫ェ）＋c（亀ム）となるれをとれば，転エの漸  
近分散は，定理4の払下界に一致し，その意味で逐次補正最尤推定方式は2次の漸近的有効である．ただし  

ー ＋仰）＋Ⅳ（β）｝  
J（∂）レ′（β）  

‘：（∂）   

J（β）レ（β）  

とする．  

注鼠非逐次の蓼合には，触エの漸近分散は，B一下界に（岬）〟（β卜J2（β））パm∫4（β））の項が追加されて，補正  

MLEのB－下界は達成されないが，逐次の場合には停止則から情報を得ることによってその項が消えて，逐次補正  

最尤推定方式の2次の漸近有効性がいえる．上記の結果は，局外母数が存在する場合に拡張され（【AT91】），また逐  

次差分尤度推定量の2次の漸近有効性も得られ，線形結合母数の逐次推定にも拡張されている（【A95＝A97】））・  

参考文献  

【A95］Akahira，M・（1995）・TheBhattacharyyatypebound fbrtheasymptoticvariance and thesequential   

discreti2；edlikelihoodes七imationprocedure．SequentialAnalysis14（3），193－204・  

［A97］Akahira，Mr（1997）・Aninformationinequali七yboundfbrtheasymptoticvarianceofsequentialestimation   

proceduresofalinearlycombinedparame七eranditsat七ainment・SequentialAnalysis16（1），47－63・  

【AT91］Akahira，M・andTal（euChi，Ⅹ・（1991）・Secondorderasymp七oticvarianceofsequentialestimationproce－   

duresinthepresenceofnuisanceparameters．SequeniialAnalysislO（1＆2），27－43・  

〔m88lTakeuchi，K．andAkahira，M・（1988）・Secondorderasymptotice瓜ciencyintermsofasymptoticvariances   

Ofthesequentialmaximumlikelihoodestimationprocedures．In：SiatisiicalT71eOry andDataAnalysis荘   

Prvceedin9SqftheSecondPaciPcA代aStatisiicalCoT埴rence，19ト196，NorthFIolland，Amsterdam．  

【TO3a】Tanaka，H・（2003）・Onarelationbe七weenafami1yofdis七ributionsat七aining七heBhattacharyyabound   

andthatoflinearcombina七ionsof七hedistriblユtionsfromanexponentialfamily．Comm．Slatisi．T為eoryand   

〟e兢od．，32（10），1885－1896．  

［TO3blT瓦naka，H・（2003）・Onalocationparameterf瓦milyofdistributionsattainingtheBhattacharyyabound・   

ク和C．gy〝卿り月eβ．九βi．〟α兢・gC五り勒ロね乙れ血・，1334，158－174・  

【TAO3］Tanaka，H・andAkahira，M・（2003）・Onafhmi1yofdistributionsa上土ainingtheBhattacharyyabound・   

加几．九雨．βねま奴〟α兢．，55（2），309－317・  

［Z71jZacks，S・（1971）・me77LeOryqfSlaiistica11埴rtmce・Wiley，NewYork・  
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NonparametricMethodsofEstimatlngIntegrated  

MultivariateVblatilities  

星川隼也（横浜国軍大学），金谷太郎（広島大学）  

永井圭二（横浜国立大学），西山慶彦（京都大学）  

1序  

計量ファイナンスにおける一つの問題として、拡散過程で記述されるような金融市場における高頻度  

ティツクデータのように、各々の価格プロセスはより高頻度に観測することができるけれども異なる価格  

プロセスにおいては観測時点が非同期的であるような場合において、いかにして二次（共）変分（ボラティリ  

ティ係数を積分した値）を推定するかという問題がある。特に｝変盈の場合はこの非同期性という問題は発  

生せず、従来より使われているノンパラメトリックな二次変分をとるという方法で高い推定精度を示すこ  

とができるが、多変畳の場合は非同期性が障害となり従来の一変畳の方法を自然に多変盈へと拡張するこ  

とができない。   

本論文では、この多変畳二次共変分の推定における非同期性を克服したMalliavinandMancino（2002）及  

びHayashiandYbshida（2005）の方法に注目し、従来の方法を無理やり拡張した方法を含めて、それらを理  

論、シミュレーション、実証の全側面から比較検証を行った。  

2 問題設定  

次のような乃一次元伊藤過程を考える。  

葦＝机上′帥）如上‘…沸  

ここでβは乃×1確率的ベクトル、げは〃×r確率的行列、（明差舞））はr一次元ウイナー過程、旦：＝  

げ（昭；∫≦J）とする。ボラティリティ行列は∑：＝＝8日J′として定義する。そのときf番目とノ番目の交差ボ  

ラティリティは次のようになる；  
r  

∑旬，叫：＝∑亘た（叫打点（叫  
た＝1   

我々の推定したいものは、次のボラティリティを積分したものである；  

上′  
∑り（叩）d∫，  

ここで我々はゃを非同期的な時点‡∫羞）た。で観測する。   

3 各推定量とその性質  

l．従来の方法  

QV＝∑鎧．（現一札1）（現一札1）  
且［qVj＝ぷ∑りい，叫d∫  

この推定量は不偏である。推定量の形から非同期性がする多変畳の場合はそのまま使えない。  
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2．線形補間を行い従来の方法を使った方法  

IqCOV＝∑た1∑たl（隼彗＿1）（雪一覧l）w慮′  

（ト告碧）控 if 亮一l≦山＜掴  

（ト告）喜怒if石≦′孟パイ班  

if ∫£＿l＜∫Ll＜イ＜J呈  

if 阜l＜′呈＿1＜電＜イ  

0  0therwise．   

この推定量は係数の絶対値が1より小さいことから原点方向へバイアスを持つ。  

3．HayashiandⅥ）Shi血（2005）の方法  

HY＝∑た1∑警1（㌔－ろ‡＿l）（ヤー乾1）1軋誹仲Ll舟｝   

現HYl＝封判明匝   

この方法は一変量の場合は従来の方法と同じ推定量となる。  

4．Ma11iavinandMancino（2002）の方法  

MM＝∑た1∑た1（彗－㌔＿l）（ヤー聖l）明′  

1  抒′；＝イ  

りV・川ノー・ソ∠j  
WたJ   

otherwise  
〟si。叫   

Karlatani（2004）はMalliavinandMancinoの推定量が上式の形に書き換えられることを示した。係数  

の形から、一変量の場合はNを大きくしたとき漸近的に従来の方法と一致し、多変魔の場合、観測  

時点の一致がほとんどなければ観測値に関わらず推定量は0へ収束する。  

4 シミュレーション、実証、及び今後の展望  

シミュレーションではGARCH及びEGARCHの離散化式を用いて86400個の代理離散過程を発生さ  

せ、観測数が約1940，1440，720個となるようにポアソン過程を作って観測時点を決め、その観測値を用いて  

各々の推定値、平均二乗誤差、バイアスを求めた。一変量の場合、qVがMMのNの値をどのようにとっ  

てもMMよりも良い結果を出した。しかしNの値を大きくするとMMの結果はQVに近づき、N＝10000  

ほどで両者はほぼ変わらぬ結果となった。多変量の場合、圧倒的にHYが圧倒的に結果がよく、IqCOV及  

びMMの結果はひどく悪いものであった。またIQCOV及びMMの原点方向へのバイアスも確認でき、  

MMのNの値を大きくすると結果はますます悪くなった。全体として理論から予想される結果がそのまま  

得られ、推定量としてHYだけが妥当であり、その他の推定量は実用的なものとはいえない結果となった。   

実証においては、日本国債先物データ（2000年3，6，9，12月限月）を用いて各推定量を用いた推定値を時系  

列に求めた。交差ボラティリティについては隣り合う限月のものについて求めた。結果は漸近特性がまだ  

求められていないため信頼区間が構成できず、断定できるものではないが、視覚的には全く離れた軌跡を  

描き、理論、シミュレーションにおいて肯定されるHYを基準に考えるならば、その他の推定量を用いる  

ことの危険性を示す一つの証明であるといえる。   

今後の展望としては、各推定量の漸近特性を求めること、標本の加重積和を一般的な形で推定量として  

の特性を調べること、及び実務への応用が挙げられる。  
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最低積立金保証給付商品における  

リスク尺度への漸近展開法の応用  

亀山敦史（東京大学大学院数理科学研究科）   

吉田朋広（東京大学大学院数理科学研究科）  

概要   

変額年金保険等の商品の持つリスクの計量について考察をする．変額年  

金保険は，支払った保険料を株式や債券などに投資し．その資産の逆用実  

績に応じて年金額などが変動する年金保険である．すなわち，運用の成  

果が上がれば受取れる年金額などが大きくなり，逆に期待したほどの運  

用成果が上がらなければ，受取れる年金額なども小さくなる．摘品の特  

徴は保証のある点である．例えば，死亡保証では被保険者が積み立て期  

間中に死亡の場合，積立金の時価と最低保証額のどちらか大きい方の金  

額が支払われる．死亡しない場合，満期における積立金時価と最低保証  

額のどちらか大書い方が同様に支払われる．ここで，運用によって生じ  

た最低保証額との損失の部分は保険会社が負担する．また，この年金部  
分に保証がつかない商品もある．今回は死亡を考えず．すなわち死亡保  

証は無視し満斯において保険会社が保証を給付する際のリスクについて  

考察をする．まず，分位数によるリスク尺度を導入し．その計量を漸近展  

開を用いて計算する手法を述べる．さらに，条件付テイル期待値（CTE）  

によるリスク尺度にも同様の方法を適用しその計算結果を最後に示す．  

1 モデル化  

確率変数工亡を金利γで割り引かれた損失の現在価値とする．rを満期  

とし，Cをrにおける保証額とする．危険保険料収入および死亡を無視した  

際の保証の現価は  

ェ＝〈 
仰げ  

である・ここで埠はr時点におけるファンド（積立金）の価値であるとす  

る．βを管理手数料を割り引く定数，株価過程を方言とし．葦＝βズfとす  

る．確率過程方言は確率微分方程式  

dズ言＝鴨（ズ；）d壬＋亡V（墨）d明  

方0＝和，ま∈【0，r】，亡∈（0，1】  

に従うとする．  
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2 分位数によるリスク尺度   

確率変数工亡の分位数によるリスク尺度はパラメータα（0≦α≦1）を用  

いて次で表すものとする：  

Ⅴ∑ニinf（Ⅴ；Pr［上∈≦V】≧α）・  
（1）   

Ⅴ∑は満期において保証額Cがまかなえる確率が少なくともαであるための  

最小額である．モデルは先に設定したものを用いる．  

3 条件付テイル期待値によるl」スク尺度   

分位数によるリスク尺度に替わるものとして条件付テイル期待値（CTE：  

ConditionalTailExpectation）によるリスク尺度がある．αを0≦α≦1な  

る定数とするおとき，CTEは分布の上側（1－α）点を超過する損害額の期待  

値として定められる．分位数に対するリスク尺度畷を（1）式で定義されるも  

のとする．連続な損害分布に対して，パラメータαの場合のCTEは，  

CT’札（エ‘，Ⅴ∑）＝呵工亡lエビ＞Ⅴ∑】   

となる．モデルは先に設定したものと同様のものとする．   

本講演ではこれら二つのリスク尺度に対してYoshida［2】の定理を用いて漸  

近展開法を適用し，その結果が裏値と近似可能であることを示す．そして最  

後に数値実験の結果を提示し，漸近展開法がこれらのリスク尺度に対して有  

効であることを示す．  

参考文献  

【1】鮎rdy，M・（2003）∫’血veβ孟me几£仇mmねeβニ〟odeJ如αmd戯βた〟αm叩e－  

meれ£♪r執成封－エれ玩dエd掬 九飽和乃Ce∫，Jobn－Wiley．日本アクチュア   

リー会変額年金保険等の最低保証リスクに係わる研究ワーキンググルー   

プ訳（2005）甥横型商品における最低保証給付の数理”丸善プラネット   

t2］Yoshida，N・（1992）”Asympto七icExpansionforStaもisticsRelatedTo  

Smal1Di飢1Sions”JournalqFJ叩anSlatisticalSociely，22，139－159．  
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隠率統計学における繭近的方法一統計解析■金融工学・保険数理・確率敬拡解析への裾敏一  

Samplin計basedestimationforOrnstein－Uhlenbeckprocesses  
WithstableL6vydriver  

九州大学大学院数理学研究院†増田弘毅‡   

本講演では“1次元非正規安定型オルンシュタインtウーレンペック過程（OU過程）から漸  

近的に高頻度な離散観測を得る，｝という統計モデルにおける尤度関数の漸近挙動を考える．即  

ち，背後に一種の連続時間モデルを想定し，それから所与の時点においてのみデータが観測さ  

れるという状況を扱う・特に観測情報量のタイトネスを明確化する（推定量の収束率の明確化）．   

ここで扱う漸近手法は拡散過程の推測においては典型的なものである．例えば，時間区間  

［0，1】上の（豆／m）た。でデータを得る場合というような，“漸近的に有界時間区間上の連続観測を  

得る統計モデル”の実現を可能とする．   

一般にレヴィ駆動型OU過程は簡単な一次の自己回帰構造を持つわけだが，安定分布は有  

限分散を持たないという事実により，対象とする尤度関数の漸近挙動は正規型OU過程の場合  

のそれとはかなり異なるものとなる．特に，推定量の最適収束率は特殊な様相を呈することが  

分かった：ここでは観測情報量のタイトネスのために“pointprocessconvergence”の理論を本  

質的な道具として用いた；Cf・DavisandResnick（1985，AP）．   

1．扱う統計モデル：漸近手法  

まず，g＝（Z土）柁収＋で指数α∈（0，2）の1次元非正規型安定過程で無限分解可能分布の特性畳  

（0，0，項こ対応するものを表す．ここでレヴィ測度レ（dz）＝タ（之）dzは，（∂十，∂‾）≠（0，0）なる非  

負定数∂＋，∂‾に対して  

g（z）＝∂＋z‾1－α11ヱ，0）（z）＋∂‾lgl‾トα1（ヱ＜0）（z）  

を通じて与えられる・このことを£（Zl）＝ぶα（∂㌔∂‾）と表し，また鮎（・；∂＋，∂岬）でぶ。（∂＋，∂－）  

のルベーグ測度に関する密度関数を表す；1次元安定過程の解析に関してはZolotarev（1986，  

monograpb）参照・1縄1神（dヱ）＝∞であることから，Zは任意の有界時間区間上確率1で  

無限回の（小さい）飛躍を持ち，またウィーナー過程のように非有界変動な確率過程である．   

定数入，7∈現に対し，安定型OU過程ズ＝（ズt）沌町は，任意の土≧β≧0に対して  

上も  

方丈＝e→（トβ）∬β＋7（1－－e‾坤、3））＋   e一入（トu）dZ≠  

で定義される：ズの叫R＋；R）上の像測度は凸集合㊤⊂取5に含まれる未知母数  

β＝（人，α，7，打，∂－）T  

に依存する・本報告では，ズは所与のm＋1時点（都農。，モ㌢＝摘花，においてのみ観測される  

と仮定する・ここで（九n）はんm→0なる有界正数列である▲以上のもとで（ズt㌻）た0の聡叶1  

上の分布を符で表し，統計モデル（符）鍾eを考える・ズについては通常の自己相関関数を  
定義できないが，指数的β－ミキシングであることは分かっているので弱従属過程といえる；Cf．  

Masuda（2004，Bernou11i；2005，preprint）．   

2．対数尤度関数の表示  

以下α≠1を仮定する：（非対称）コーシーの場合も同様に考えることができるが ，この場合は  

尤度の表示において他の場合と異なる特殊な状況が生じる．レヴィ積分の性質，狭義安定分布  

のスケーリング性，およびズのマルコフ性により，（ズ土㌢）た0の対数尤度ゼm（β）は以下のように  

陽に表示できる：  

ゼm（β）＝史log〈cご′α¢。（耶＋，叶  
i＝＝1  

ナ〒⇒12一郎刷＝副計市電区笥瀦雄一1鉦1  

‡E111itil＝主1irし・ki軸11ヱtth．kさ・】1Shlトtl・a（、．jl）．P〔－rS川lとtllTRL：l一汁町〃wwwl－1atlLkvlユSl‖トtL社告JPノ、11iI・r・kiノノ  
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｛  

り，Zが鵬般のレヴィ過程の場合には同様の表示式は得られないということに注意しておく（レ  

ヴィ駆動型OU一過程の遷移確率は一般に無限分解可能であるが，その特性畳までしか明確化で  
きない）．   

3．ゼれ（β）の漸近挙動  
ここで扱う統計モデルは未知母数に滑らかに依存してい るため，スコア専計量軋（β）＝∂βgれ（β）  
および観測情報量ん（β）＝一朝～れ（β）が直ちに定義される；軋（β）は列ベクトルとみなす・各  

乃∈Nについてβ封（∂入ゼn（β））21＝∞（＝一昭［∂三ゼれ（β）】）となってしまうため，∂入ゼれ（β）の漸近  
挙動の導出が問題となる‥一郎・【∂雲ゼれ（珊のタイトネス，即ち入の推定量の最適レートは導出で  
きたが，対応する極限分布の明確化にはまだ到達できていない．  

♂＊＝（α，7，計，∂‾）と書き，  

Aニ（α）＝diag（㍉log（1／hn），Jhhi－1′α，VG，V6），  

An（α）＝diag（nl／％㌃1／α，VGlog（1／hn），VG軒1／α，VG7VG〉，  

を導入する．以下のTheoremsl，2が本報告における主張である：  

Theoreml．入を既知とするとき，β＊について局所漸近正規性がレートA＊（α）で成立する；漸  

近最適分散は，転（・；計，∂‾）を用いて明示的に与えられる・  

Theorem2・ん（β）について，  

iAれ（β））【1聯れ（∂）（ん（β））‾1T＝0符（1）  

が成立する．   

4．主弓長に関する注意点  

1）非正規型の場合には，最適収束率はより複雑になることが分かった．特に7について，その  

最適収束率がαに依存することは興味深い．“安定型レヴィ過程（＋複号ポアソン過程etc．）か  

らの離散観測”という設定においてA‡t－SahaliaandJacod（2004，prePrint）はフィッシャー情  

報量行列の漸近挙動を様々な場合において調べているが，そこでは局所漸近正規性については  

議論されていない・また，対称な安定レヴィ過程からの離散観測に基づいた∂＋（＝∂‾＞0）の最  

適収束率～信はⅥわerner（2001，2003）によって既に得られている．我々の設定においても“⊥2一  

可微分性，リンデベルグ条件，および大数の法則”が実際に確保できるのであるが，ゼれ（β）の表  

示式の被加数が観測数mに依存していることに注意したい．この事により，例えば通常のが－  

可微分性の導出には注意を要する：ここではiidの場合と異なり，結局2次導関数まで見て示  
した．  

2）Theorem2から以下が分かる‥（i）α∈（0，1）のとき，入，7，α，8j＝の順で速く収束する推定量  
の構成が望まれる；（ii）α∈（1，2）のときは，入，α，辞，7の順で速く収束する推定量が構成が望  
まれる．具体的な最適収束率はAニ（α）およびAれ（β）の対応する対角成分の通りである．ここで  

注意すべきは，An（α）の対角成分は，任意のα∈（0，2）の対して，んm→0である限り全て→∞  
となるという点である．特に7に関しては，£（Zl）の裾が重いほど，言い換えればαが小さい  

ほどその推定量は速く収束すべき，ということになる．  

8）更に，上記の定理は“最終観測時点乃九れの漸近挙動”については何も要求していないことに  

注意したい・これは正規型の場合と大きく異なる点である；形式的にα＝2とすれば，（入，7）の  

最適収束率は拡散過程の場合の偏に一致する．  
4）ここでは安定分布固有の性質を駆使した為，Tbeoremsl，2は残念ながら，【‘Zが他のレヴィ  
過程の場合どうなるか？”については訴える要素に欠ける．同時に，同じ理由で，安定レヴィ駆  

動型以外の広範なズについて局所漸近正規性の統一的な導出方法はない，とも断言できない．  

この点に関して鍵となるのがズの表示式において現れるレゲィ積分の分布である．  

5）もしTheorem2において極限分布（0に依存する）が陽に求まり，またその分布収束がeに  
ついて一様であれば，Sweeting（1980，AS）の結果によって局所漸近混合正規性まで得られる．  
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Estimatingacommonslopeofmultiples七ra七airla  
●● CO汀1POundPoissoIldist‡・ibu七iorltlSi‡1gaCO叫ugatepr10Ⅰ一  

統計数理研究所 大西任那  

統計数理研究所 柳本武美  

1．問題設定   

標本分布としてべき乗の分散関数をもつ指数型分布族を考える．  

J車；〃）＝（三Ⅹ上車・（／小一〟尻車車り い≧軋〃∈鼠＋）フ  

ど  
刷＝＝ （旬＞0っ1＝⊆亡≦コ）・  

（／（〃）  

ここで，〃は平均パラメ山タ、（イ／りおよびユ拍りほそれぞれ正準パラメータおよびキュムラ  

ント関数を′ノ・の関数とみたもげ∴】である．べき指数∈およびバラメー一夕1）は既知とする．ニ  

の分布は，Tl＼ree（lieモデルと呼ばれることもあり，1く∈＜2のとき投合Poisso山分布に  

致することが知られている．アクチュアリアル・サイエンスノー）分野では支払保険金のモデル  

として使われるこ・とがある・また，PoissoIl分布（ぐ＝1rTu＝1）とガンマ分布（、〔ニ2）が  

含まれていることに注意されたい．ニの分布をベースとした正雄掴）層をもつ次のような対  
数リンク回帰モデ′しを考察する．  

ノく 〟／り～  

ヱぺ∬；α1胡＝n擁帰鮎川＝n汀抽狛叩（αた＋木南け  
貞・＝1 Jこニ1J＝1  

ニこで，α＝（αい…，α〟）およびβはそれぞれ切 片パラメ…タおよび鋸郎‾）傾きハラメーー一  

夕であり，祐は共変農である．   

本発表の目的は，αに関する共役解析を通して共通の傾きパラメータβに対する最適な  

推定関数を導出することである．   

2．共役事前分布   

切片′ミラメータ0宜の上に次の事前分布を仮定するり≦た≦丸1．   

訪 
頼ん瑚∂扉＝eXl）ト叫領（〔醐；2－引一昭⊥珊：ト榔  

∴・－＝二  

logJ・  R）1・′；＝0っ  

いこ片－1）／′．「（）沌erllrise．  

ここで，（とUおよびβ＞0は超パラメータ，∬（言付た）は正規化定数である・   

命題2．1．標本密度ヱイ訂た；亡tた！胡の下で尊前密度可帰一（，rO；∂叫こ）に対応する事後分布は  

訂（αん－（1・た：韓几ん）である・ニニで，  

旬∑；竺1コ、た‘e（ト押こた一石チア杖仁‾（ト抽∩  

毎＝iog  

l  

・iこ＝十  

‖た   

旬∑；竺1Er2‾押＝ん亡＋ーぎ‖た仁イ〕‾紬  

〉コーそ（ 〉 

巨  

軌1一軒軸  
（ヰ㌦町瀬棚 
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したがって，事前密度打（（城一勒；♂γん舟）は共役である．   

3．ピタゴラス関係   

次の損失関数を採用し，切片パラメータα万に関ナる共役解析を議論する．  

エ（勅－αた）＝‖・（叩（（∫た一転）；2㌦ざ）－・“（exI）（αた一編）；1㍉汁  

以下，記法としてち＝∴‰＝および払血＝はそれぞれ標本分軋事前分布および事後  
分布での期待値を意味するものとする．   

命題3．1．任意の推定量毎に対して変形ピタゴラス関係  

E。｛JSt［叫ん－（tたぃエ（dた－αたトp（廟）エ（dた一瑚］＝0  

が成り立つ．したがって， 推定塵毎は損失関数エ（毎岬αた）の下で最適である・   

4．傾きパラメータに対する最適な推定関数   

傾きパラメータβに対するスコア関数を計凝する．   

ノr   

∫（訂；αフβ）＝∑鞄（影た；鮎β）  

た＝1  

Å－  

＝旬∑  
ん＝1  〈 

ビ（勅ど刷ぐ㈱・一陣㌦楓 

〉・  

次の定理に基づき，ニのスコア関数の事後平均でβを推定することを提案する．  

定理4・1・スコア関数の事後平均E岬tトぎ（訂；α，β）jは，不偏性条件E訂［E由（∬；朝］＝0  

を満たす推定関数の中で，評価基準EⅣ［E由2（∬；β川／lE∬［E7，［軸（∬；胡／∂調‡2の下で  

最適である．  

次の命題で注目すべきは，最適な推定関数が前節の共役解析で得られたB町eS推定量を用  

いて簡単に表現できることである．   

命題4．2．最適な推定関数は   

Å‾  

Ep。St［胸；α，叫＝∑p（∂芸γとた）鋸芯烏；鯨β）  
たニ1   

である．特に，次が成り立つ．  

EI、。St匝（£た；亡拓瑚＝パ環凡々）一‰（訂た；aた，β）（1≦た≦∬）・  
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情報量最小化を用いた過完備系の学習  

早稲田大学理工学部村田昇  

文字認識などの高次元空間での判別や，ロボットなどの非線形性の強い制御など，工学的な問題  

ではWavelet展開や多層神経回路網などの過剰な自由度を持つ基底関数の重ね合わせによる関数  

近似の方法が広く用いられている．   

例えば三層パーセプトロンと呼ばれる学習機械は   

rl  

拍；β）＝∑如。（αi・エーむ豆）  
Jニ＝1  

で表される階層型の構造を持っている・ただし，諾はd次元の入力で，β＝（町わ元，Cl；五＝1丁‥．，71）  

は機械の入出力関係を決定するパラメタである・ニこで中間表現であるヱ＝¢。（α・諾wりを基底  

関数と考えると，三層パーセプトロンによって実現される関数は，次の積分表現の有限和による近  

似としてとらえることができる．  

上  
¢。（瓜・認－♭）r（α，りe－刷3血db  

J（諾）＝1im       E・－ヮ0   
l上十l   

ただし，r（α，む）は関数如によるJの積分変換で  

上一J  

r（α，む）＝  如（α・エーb）J（芯）d乱  

（2打）dc如，¢。  

で定義され，二つの関数如，¢。∈〃（呵∩エ2（月）は，それぞれの托urier変換∂d，∂。を用いて定  

義される積分  

上。  l山「d∂d（山）¢。（山）d叫  C如，¢。＝  

が有界となるように選ばれているものとする・積分表現の収束は関数Jの性質に依存するが，J∈  

坊ゃ）∩ムp（月d）（1≦p＜∞）の場合は，エアノルムの意味で，J∈エリ属d）かつ有界で一様連続  
の場合は，エ∞ノルムの意味で収束する．   

この積分表現においてはJ（£）は属d上の関数，r（α，わ）は属d＋1上の関数であり，Fourier変換  
とその逆変換のような一対一の対応関係とはなっていない．すなわち，ある関数如に対しては，  

C如，転が有界となる条件を満しさえすれば如は自由にとってよいので，ノ（訂）を再構成するr（q占）  

には無数の候補が存在し，一意に決めることができない．同様な積分表現との対応付けは，W抑elet．  

展開や動径基底関数ネットワークなどの多層神経回路網でも成り立つが，こうした過剰な自由度を  

もつ基底関数系は過完備（0Ve卜COmpleもe）と呼ばれ，工学では有限個の基底を用いた関数近似のた  

めに多く利用されている．   

ところで，過完備な基底による積分表現の非一意性は，学習においては長所にも短所にもなりう  

る・学習問題の多くは，入力ェと出力封の例題の集合か＝（（笹h仇）；ま＝1，…，r）から〇と訂の関  

数関係を推定する問題であるが，出力の予測J（諾；β）と実際の出力封の間の適当な損失エげ（£；町y】  

を用いて，例題にもとづくパラメタの最適化問題   

T  

minimiEe：∑招（諾t；町y王】  

漉＝1   

として定式化される．このとき過完備系を用いる長所の一つは，関数近似や数値積分などで問題に  

なる「次元の呪い（curseofdimensionality）」を避けることが出来ることである，次元の呪いとは，  

例えば入力次元をdとした場合，近似の精度をた倍に上げるためにはパラメタ数をたd倍程度に増  

やす必要があるという，精度が入力次元の大きさに指数的に依存する性質を指している．一方，過  
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完備系では豊富な関数の中から巧く基底を選択することによって，関数の入力値の次元によらずパ  

ラメタ数を線形的に増やす程度で近似精度を上げていくことができる．基底の選択は単純な食欲算  

法（greedyalgorithm）を用いることで可能であるが，直感的には多次元数値積分においてMCMC  

法が台形則に比べて有利なように，近似対象となる関数の形状に適応させて，基底関数を規則的で  

はなく不規則に配置することによって良い近似を求めていると考えることができる．   

一方，関数の表現に一意性がないことの短所は，最適化の難しさに現れる．非線形最適化問題に  

おいて典型的な局所解が非常に多数存在することや外れ値に対する退学習など，学習結果の不安定  

性に密接に関係している．このような不安定性を回避する方法としては，最適化の目的関数に正則  

化項を付加することが一般的である．すなわち，適当な事前知識を仮定してパラメタβの定義域  

の上に罰金P（β）を，あるいは推定される関数の滑らかさなどを仮定してSobolevノルムなどを利  

用した汎関数利J（卯】を設定することによって，損失との同時最適化  

T  

minimize：∑L［f（3＝t；0），yt］＋lP（0）  
£＝1  

T  

minimize‥∑棚（和郎潮巨誹町（瑚  
£＝＝1  

を行うことになる．ただしÅは，近似精度を決める損失エと正則化因子であるPやぶのバランス  

を制御するハイパーパラメタであり，特別な知識がない限りは，情報量規準，経験ベイズ法，ブー  

トストラップ法などを援用して決定する必要がある．   

最適化の目的関数の決定における不定性を避ける方法の一つとして，本稿では，階層構造を持  

つ学習機械の確率化と情報量の最小化を提案する，学習機械の確率化は，中間表現としての出力  

値z（あるいはその正規化したもの）を確率値とみなし，次の層への入力を（0，1）のこ値から確率的  

に選ぶことによって実現される・この結鼠機械の出力J（諾；β）は確率変数となるので，出力誤差  

月＝y－／（ 霊；β）も確率密度p（γ）をもつ確率変数であると考えることができる．このとき出力誤差  

の自然な損失として，その情報量  

叩）＝ヰg誌］＝／p（r）logか  

を考えることができる．情報量は確率変数の実現値を伝送・保存する際に必要とされる平均的なコ  

ストを表している．同様に確率化された中間表現Zの損失も情報量によって評価することができ  

る．したがって機械全体の損失は，情報理論的に同一の意味をもつ情報量の和として定義でき，最  

適化は  

minimize‥（出力誤差の情報量）十（中間表現の情報量）  

に従っておこなえばよいことがわかる・この考え方は，スパースコーディング（sparsecoding）と  

呼ばれる確率過程の分解手法と関係し，画像や音声信号の分解に応用することによって，時系列の  

分解，圧縮，分類などのために有効な特徴抽出に利用できることを，実例をふまえて紹介する、  

参考文献  
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AN紺Comp雨ationa且SchemeぬrCompu血gGreeksby仙eAsymptotic  
ExpamsiomApproach   

内田善彦（阪大経済学研究科）＜高橋明彦（東大経済学研究科）、松岡竜佑（東京海上日動火災保  

険株式会社）との共同研究＞  

1漸近展開法のファイナンスヘの応用の概要  

原資産株価過程烏とする。定数パラメータE（0＜E≦1）を導入しぶfE）以下を満たすとする。  

’＋岬）勅   

〈翫霊≡；   
（1）  

ただし、明は1次元ブラウン運動、〃＝＝γ－9、γqはは無リスク金利、配当率とし定数である。  

また、Jは有界な微分をもつ滑らかな関数とする。要）は時鋸、β∞上、EJOで漸近展開  

評）＝Aot＋E鮎＋＋…  
（2）  

を持つ。y＝（AoT－K）／E，gl＝：AIT，g2＝A2T／2とし、数学的条件をKunitomoandTaka－  
hashi［2003］の血〟川野庇Ⅵ∂・プと同様に仮定すると、満期r、満期時点のペイオフ（み－∬）＋を  

持つプレーン・バニラ・タイプのヨーロピアン・コール・オプション価格の漸近展開は以下。   

e－げ方陣－∬）＋］＝どe－げ鞠＋飢）1鯨か距叫叫飢≧－y｝］  
＋ど2e【rr点’【（y＋飢）g2∂－y（gl）け0（E3），  

ただしβ卜】はリスク中立測度を用いた期待値、∂。（・）はディラックのデルタ関数さらにnka－  

hashi［1999】に従い次を得る。ただし、∑、Cは定数、またJ＝－C∑。  

TI－eOreml・乃eαサ〝甲わJ∫c以p〟〝∫わ〝げ血pr加げ血〆〟血γα〃〟ね助′叩紺乃Cβ／J甲如〃αJ〃椚eZe和  

w油椚血ゆr，Cg）（0，r），ね呼椚e血♂妙   

蜘r）＝どe－げ（㌢Ⅳ（蓋）＋∑榊∑】）＋距r桝州＋0（E3），（3）  
w加摺れ【£；0，∑】由J如滋〃∫ゆカ乃C血刀げⅣ（0，∑）甜北上Ⅳ（∬）ねc〟m〝J血veゐ介助如〃ルけC血和げ  

〃（0，1）．  

なお、平均型ヨーロピアン・コール・オプションについても同様の議論ができる。  

2 漸近展開を用いた分散減少法  

以下の議論は主にThkahashiandYbshida［2005］に基づいた漸近展開を用いた分散減少法の概要  

である。ズⅦ（β，y）（β≦視≦r）が以下の確率積分方程式に従うとする。  

離，封）＝y＋Ju鴨（離山）机上uv（軌，れE）れ  （4）  

相即）≡坤（密）机））］を計算することを考えるとき、Ⅳ個のサンプルを用いた普通の  
（cmde）モンテカルロ法における推定値は以下。  

帥呵＝榊叫，…冊）≡去∫帥）・ （5）  

坤拍）の新しい推計値として以下を導入する0なお、坤揮）桐））］は漸近展開を用いれ  
ば解析的に計算できる（ハイブリッド法）。  

C＊（E，几，Ⅳ）＝ G＊（E，乃，Ⅳ；叫，…ル〃）  

≡叫（卿0，瑚＋妄皇（∫（勅）ト岬（叫）））・（6）  
j＝1  
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3 デルタ  

例えば、¢（掛）＝（ぶr－∬）十といった、満期r時点のペイオフ¢を持つ派生商品を考える。こ  

の商品の価格は  

㍑（軸）＝可e－げ¢（gr）］＝e‾rr現¢（み）ト  

と書ける。さらに、以下が成り立つ  

u′（β0）＝eイr且［¢′（み）叫，  

ただし弟≡詮（StOChasticnow）は以下の確率微分方程式を満たすo  

（7）  

d弟＝γ（り弟dま＋J＊′（筑）靖d明  

yこ）こ二1  
（8）  

㌔（亡）を告で  式（7）の導出は例えばFoumi占etal．［1999］またはImamuraetal．［2004］に詳しい。  
定義する。StOChastic月owの漸近展開により派生商品価格のデルタが計算できる。  

Pl・OpOSitionl．乃e明わ庇叩α〃∫わ〃〆伽∫わd∬庇．伽w由r甲柁∫e用セd妙．・  

＋ 当（g）＝箸葦＋E2諾＋… 

血刀∞以仁JO．   

Tbeorem2．£セ〟αq／血Jて汐eα〃CαJJqフ如乃β（0，r）ね′甲′閻e〃ナビd卸  

（9）  

抑）＝e－rr榊＋恥Cy2＋拗0，∑けど（d・爛＋棚∑】））＋0（  
w′7ergd，且C上）〟〃d茸α柁CO乃ぶね〝奴   

デルタの計算にはハイブリッド法が適用できる。この際、以下を用いればよい。  

f（ェ）＝ど（（d＋dlご）＋亡（d2＋d3∬2））1（。≧－y）再2d4，  （11）  

ただしd、dl、d2、d3、d4は定数。また、この議論は平均型ヨーロピアン。コール・オプショ  

ンのデルタ計算にも適用できる。   

4 ベガおよび数値計算  

同様の議論はベガの計算にも適用できる。原資産過程がBSプロセスの場合とCEVプロセス  
の場合について数値計算を行い、提案したアルゴリズムが効果的に機能することを確認した。  

参考文献   
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pp．39ト412．  
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［4］Thkahashi，A．（1999），‘AnAsymPtOticExpanSionApproachtoPricingContingentClaims，”Asia一  
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A controIvariatemethod fbrthe Monte Carlosimulationofdensities ofdi軌1Sions  
AhmedKebaierandArturoKohatsu－Higa  

UniversitedeLeManSandOsakaUniversity  

Inthisarticleweconsiderahypoellipticdi軌1Sionwithsmoothcoe伍cients．Underthis  

COnditiononeprovesuslngMal1iavinCalculusthatthedensityofthedi軌ユSionexistsand  
is smooth．Gaussiantype upper bounds払rthe densitiesanditsderivativescanalsobe  

obtained．   

SincethearticlesofBal1y－Talay   

l．V．Bally，D，Talay．”ThelawoftheEulerschemeforstochasticdi鮎rentialequa，tions  

（ⅠⅠ）：COnVergenCerateOfthedensity”，MonteCarloMethodsandApplications，2，1996，P・  

93－128   

2．V．Bal1yandD．Talay，ThelawoftheEulerscheme丘）rS七ochasticdi鮎rentialequations  

I：COnVergen？erateOfthedistributionnlnCtion，Probab・TheoryRelatedFieldslO4（1996）  

43－60．   

Oneknowsthattheapproximationofthedensityofadi軌ユSionlSPOSSibleuslngtheEuler  
scheme．   

Neverthelessin the case ofdi飢1Sions the approxiInation does not necessarily have a  
SmOOthdensityasthedi飢1Sioncoe瓜cientcanbezeroconditionedonthepastinfbrmation．   

ThereforeoneneedstoperturbslightlytheEuler－MaruyamaSChemeinordertoobtaina  

SmOOthrandomvariable．Ftlrthermorethisisneeded七oprovethestabilityoftheMalliavin  

covariance matrix．   

Inl．theapproximationresultobtainedbytheauthorshadvariousresrictionsthatwere  

PrOVednottobenecessaryln   

3．A・Kohatsu－Higa・HighorderIto－Taylorapproximationstoheatkernels・Journalof  

Ma七hematicsofKyotoUniversity，VO137，1，129－151，1997．   

Withthisres111titwasproventhat七hesimulationapproachwaspossible．Nevertheless  

asitiswe11known丘omkerneldensityestimationmethodstheapproximationuslngkernels  
needstohavea負netunlngOfparameters，Inthissettingvariousmethodsbecomenecessary  

toreducetheamountofcalculationsinaMonteCarlosetting．   

Recently NakahiroYbshida，Naoto Kunitomo，Akihiko Takahashi，Yoshihiko Uchida，  

betweenothershaveproposedinaseriesofar七iclesacontroIvariatemethoduslngtheidea  
OfasymptoticexpansionsofMalliavinCalculus．   

Seeforexample，thefo1lowlngarticles：  

”Mon七eCarloSimulationwithAsymptoticMethod，”WorkingPaperSeriesCARF－  

F－011（CIRJE－F－335），CenterfbrAdvancedResearchinFinance，TheUniversityofTbkyo，  

2005，forthcomlnginJournalofJapanStatisticalSociety  

”AnAsymptoticExpansionSchemeforOptimalInvestmentProblemg，”S七a七istical  

InfbrenceforStochasticProcesses，Vol．7，No・2，153－188，2004  

”ApplicationsoftheAsymptoticExpansionApproachbasedonMa11iavin－Watanabe  
CalculusinFinanCialProblems，”StochasticProcessesandApplicationstoMathematical  

Finance，WorldScienti丘c，195－232，2004（  

”OnValidityoftheAsymptoticExpansionApproachinContingentClaimAnalv－  
Sis，”AnnalsofAppliedProbability，Vbl．13，No．3，914－952，2003  

”An Asymptotic Expansion Scheme壬br the OptimalPortfblioた）rInvestment，”  

MathematicalEconomics，Kokyuroku1215，ResearchInstitute血rMathematicalSciences，  

KyotoUniversity，2001（  
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MANewComputationalSchemeforComputingGreeks bytheAsymptoticExpansion  
Approach”WorkingPaper CARF－F－044（CIRJE－F－366），CenterforAdvancedResearch  
inFinance，TheUniversityofTokyo，2005fbrthcominginAsia－Paci丘cFinancialMarkets  

（SpecialIssueonMathematicalFinance）  
”NewAccelerationSchemeswiththeAsymptoticExpansioninMonte CarloSim－  

ulation，”WorkingPaperCARF－F－012（CIRJE－F－298），CenterbrAdvancedResearchin  
Finance，TheUniversityofTbkyo）2004forthcomlnginAdvancesinMathematicalEco－  

nomics，Springer   

Recently，AhmedKebaier（universiteMarne－LaVal1ee，Universi七eLeMans）hasintro－  
ducedacontroIvariate me七hodinthearticle   

StatisticalRombergEx七rapolation：ANewVarianceReductionMethodandApplica－  
tionstoOptionPricing・AhmedKebaier・TbappearinAnnalsofAppliedProbability・  

Thismethodisbasedontheideaofpilotstudies・Thatis，OneCOnSidersapre－eStimation  

withasmal1ernumberofsimulationswhichoneusesforacontroIvariatemethod．   
A∴Kebaiershowsthatthereisreductionoftheorderl／2inthenumberofsimulations  
comparedwiththeorlglnalmethodproposedbyBal1yandTalay・   
Wepresenttheconvergenceanalysisforacontrolvariatemethodfordi凱siondensity  
simulationuslngkerneldensitymethods・   

Thecon七roIvariancemethodisba5edonthewellknownideaof”pilotstudies”inorder  
tohaveanideaofthequantitytobesimulated・   
Weprovethatthereisvariancereductionifweusesuperkernels・Otherwisethevariance  
reductionisnot achieved．   

Thispremi1inaryresul七isjointworkwithAhmedKebaier（U・LeMans）andextends  
hispreviousresultabou七thiscon七roIvaria七emethodintheonregularcase・   

Ⅵ砲alsocomputetheoptimalsuperkernelinthesenseofasympto七icminimalvarianCe  
ofthe estimator．Itis proventhat this has to be ofexponentialtype combinedwith a  
polynomialtypekernel・   

Tbprove ourresults we need七o usethe resultsofJacod－Kurtz－Protteronthe weak  
convergenceof七henormalizederroroftheEulerschemesuchas七heonesfoundin   
Jacod，Jean；Protter，PhilipAsymp七OticerrordistributionsfortheEulerme七hod払r  

stochas七icdi鮎rentialequa七ions．Ann．Probab．26（1998），nO・1，267－307．   
Kur七2：，ThomasG．；Pro七ter，PhilipE．Weakconvergenceofstochasticintegralsanddi董こ  

ferentialequations・ⅠⅠ・In且nite－dimensionalcase・Probabilisticmodelsfornonlinearpartial  

di鮎rentialequations（MontecatiniTbrme，1995），197－285，LectureNotesinMath・，1627，  

Springer，Berlin，1996・   

Kwtz，ThomasG．；Protter，PhilipE．Wbakconvergenceofstochasticintegralsanddif－  

feren七ialequations．Probabilis七icmodelsfornonlinearpar七ialdifferen七ialequations（Mon－  

tecatiniTbrme，1995），ト41，Lec七ureNotesinMath・，1627，Springer，Berlin，1996・   

Kurtz，Thomas G．；Protter，PhilipCharac七erizingtheweakconvergenceofstochastic  

integrals．S七ochasticanalysis（Durham，1990），255～259，LondonMath・Soc・LectureNote  

Ser．，167，CambridgeUniv・Press，Cambridge，1991・   

Kur七2i，Thomas G．；Pro七ter，PhilipWong－Zakaicorrections，random evolutions，and  

simulationschemesforSDEs．StocllaSticanalysis，33ト346，AcademicPress，Boston，MA，  

1991．   

Kl甘tZ，Thomas G．；Prot七er，PhilipWeaklimi七theorems払rstochasticin七egrals and  

stochasticdi鮎ren七ialequations．Ann．Probab．19（1991），nO．3，1035－1070・  
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Onapriclngruleinasymmetricinfbrmation   

Shigeyoshi OGAWA 
Dept．ofMathema．ticalSciences   
RitsumeikanUniversity  
525－8577Slliga，  
JAPAN   

OgaWa－S＠se．ritsumei．ac．jp  

Monique PONTIER 
Labo・destatist．etprobabilit6s  
Univ．PaulSabatier  

31062TOULOUSEcedexO4  
FRANCE  
pontier＠cict．h  

Abs七ract   

Weareinterestedinanextension oftheKyleandBack’modelonthemarketwith  
insidertraders［2］，［1］・Thatistosayamodelbrthemarketwithacontinuoustimerisky  

assetanda－Symmetricalinformation．Themarke七issupposedtoconsistofthree£nancial  

agents：themarketmaker，aninsidertrader（whoknowsarandomvariableVwhichwi11  

berevealedatfinaltime）andanoninfbrmedagent・  

In1985Kyle［2］definedanequilibriumproblem・OnaGaussianfinanCialmarketin  
discretetime，therearethreeagents：amarketmaker，aninsidertrader，anOninfbrmed  

agent（noisetrader）・Themarketmakerhastodefinearulepriceinsuchwaythatan  
equilibriumdoesexistbetweenthetraders・Back［1］extendedthismodeltocontinuous  
time．ThenN．EIKarouiandK．Cho［3］relaxedtheGaussianhypothesisinKyle，smodel  

usingfinetooIsinstochasticcontrol（cf．［5］，［6］）．AftertheseworksonKyleandBack｝s  

model，K・Cho［4］deliveredanewversionofthatmodel，alsorelaxingtheGaussianhy－  

pothesis．Inthesefourpapers，thenonin董brmedagentissupposedtobenonstrategic  

andsohe／sheiscalled“noisetrader”・AsfbrtheCho’spaper，Weliketoasktheques－  

tion：Whathappensifthenonin董brmedagenttriestobestrategicinsteadofbeingonly  
“noISy”？   

Inthislec七ureweareconcernedwiththesequestions．Followingourjointwork［7］，  

WearetOglVeOurreCentreSultsontheextensionoftheKyle－Back，smodeltosuchmore  

realisticcase，Whereweassumethatalsothenoninfbrmedagentissirat・q％Cinsuchsense  

thatthisnoisetraderusesautilityfunctiontooptimizehis／herstrategy・Ourmainresults  

areasfbllows；   

（1）Ⅵ屯provetheexistenceofanequilibriumpricewhentheinsidertraderandthenon   
in払rmedagentarerisk－neutral．  
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（2）Wewi11show七hatifsuchan？quilibriumexis七S，thenthenoninfbrmedagent’s   

Optimalstrategyisdonoihin9，1nOtherwordstobenonstrateglC・  
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【2】A・S・KYLE，“Continuousauctionsandinsidertrading”，Econometrica53，1985，1315－  

1335．  

【3］K．H．CHOandN．ELKAROUI，“Insider七radingand‘nonlinearequilibria‥uniqueness：   
Slngleauctioncase乃Annalesd，6conomieetdestatistique，60，21－41，2000・  

【4】K・H・CHO，“Continuousauctionsandinsider七rading：uniquenessandriskaversion”，  

FinanCeandStochastics，7Ml，47－71，2003．  

［5】Nicole EL KAROUI，Les aspects probabilistes du contr61e stochastique，L・N・in  

Maths，Ecoled’6t6deSain七Flour1979，Springer，Berlin，1981．  
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Springer，Berlin，1975・  
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拡散過程の期待値の近似：デイリクレ条件付きの場合  

楠岡成雄（東京大学大学院数理科学研究科）  

Stratonovich型のSDE   

d  

dズ1（t，エ）＝∑Ⅵ（∬（t，ご））odβl（t），利0，ご）＝ご∈R〃  
i＝0  

け）  

を考える。ただし、が（り＝王，β（り＝（が（り，‥．，月d（り）はふ次元ブラウン運動、Ⅵ，豆＝0，1，・‥，d，はR〃  

上の滑らかなべクトル場である。必ずしも滑らかでない関数J‥Rd→Rに対して（即）（ご）＝現∫（ズ（ま，エ川  

の値を高い精度で求めることが、ファイナンスでは重要な問題となる。Jが滑らかならば、確率恥ylor展  

開が有効となるが、Jが滑らかでなくともブラウン運動の滑らかさに対する影響についてマリアバン解析が  

情報を与えてくれる、また、方程式（1）はある意味で常微分方程式体系なので、ベクトル場の作るリー環  

が重要な情報を握っている。この2つを考慮した新しい方法が楠岡近似と呼ばれる方法である。このバー  

ジョンの一つとして、使いやすい方法を二宮－Victoirが見いだした。それは以下のようなものである。   

RⅣ上のベクトル場lγに対してODE  

孟封㈹＝Ⅳ（y（刷 抑ご）＝＝∬  

を考え、y（1，∬）をexp（Ⅳ）（∬）と表すことにする。また、Cむ（R〃）上の線形作用素こJ匪Ⅳ）を  

（ぴ（打Ⅳ）J）（ご）＝J（exp（flγ）（∬））   

で表すことにする。   

β＞0に対してq（R〝）上の線形作用索Q（5）を  

（Q（β）〃（∬）  

妄言畔（芸鴨）叩1（刷）…叩d（β用）噂柚））腑）1  

＋芸抑（芸鴨）畔（β溝）…叩1（β）；棚（…；㈲（刷）（ご）】  

で定義する。   

この時、以下が証明される。   

r＞0、J‥R〃→R有界可測とする。この時、条件UFGの下で、ある定数cが存在し、  

（Q祈れ）J）㈲＝即（叩，エ0））ト嘉＋0（m‾3）  

となる。  

α（乃）＝（Qみ仲川ヱ0）とおくと、この量はほぼ、md次元の積分を計算することに他ならず、近似的に求  

める手段は色々と存在する（現在は準乱数を剛、た方法が最も効率的である。）α（れ）自体が近似値である  

が、上記結果を用いて、RombergExtrapolationを行うと、例えば  

α（2中α（m）＝即（珊瑚＋0（れ－3）  

となり、m－3のオーダーの誤差の計算が可能となる。   

上記の結果を示すためには、シンボル恥机，・‥，γd，の生成する単位元を持つR上の非可換多元環RくくA）〉  

が用いられる。   

線形作用素鳥及び二宮－Victor法に現れる線形作用素Q（5）に対応するR〈〈d”の元はそれぞれ  

丁ノ。（β）＝eX勅＋動  
t＝1  
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111（s）＝妄exp（芸vo）exp（；vf”…eXp（；vs）exp（；vo）・喜exp（…vo）exp（；一U3））…eXP（；舶p（言vo）        1  

である。重要なポイントは、  

（1）〈彷（β）），盲＝0，1，のuoの係数が共にβ  

（2）り0（β）一肌（β）の重み5までの元の係数が0  

となることである。   

れ－1  

Q詣）＝島。＋∑鴨（恥）一島周れ－た叫8  
た＝0   

れ－1 Tユー1た－1   

＝凡5＋∑軋（恥）一島）彗れ－＝）β＋∑∑払（恥）－鳥哨た－‘－1）£（恥）一基）布山両）8  
た＝0 た＝1廠＝0  

であることを用いて上記の結果が示せる。   

ファイナンスにおいてはノックアウト・ノックイン条件の付いたデリパティプが存在する。その価格の計  

算は大ざっばに言って次の畳の計算に帰着する。  

（即）（ご）＝即卯，舶来】項，∬）≧恥 ∬∈R〃，∬1≧07壬≧0  

ただし、方はSDElの解である。   

坤，ご）＝（薫J）（∬）とおくと坤，∬）は粗く言って次のPDEの解となる。  

孟叫∬）＝叫，∬），エ1坤＞O  

u（亡，（0，∬′））＝0， 壬＞0，∬′∈RⅣ‾1  

境界条件は大域的な影響を与えるために局所的な議論だけでは近似は不可能になる。   

今、簡単のために以下の条件を課す。  

（仮定D）  

u壬（訂）＝1， γi（ヱ）＝0，盲＝2，…，Ⅳ，  

vま（ご）＝0， 宜＝0，2，3，‥．，d   

この仮定の下では  

ズ1（ちエ）＝∬1＋が（り  

となる。   

この時、部分マリアバン解析によりこの時、UFG条件の下で彗Jの滑らかさの情報が得られる。条件  

（D）の下では楠岡近似の考え方を適用することが可能となる。この時、注目すべき代数的対象は   

嘩Ⅹp（功0）郎）exp卜印刷（㌔＋がわ））＞0，日印）＝れ ま，わ1＞0  

となる。   

そして£（（A））一債権率変数Z（f，∬1，甘1），ま，∬1，yl＞0で   

〈Z（壬，訂，y），叫〉＝ま〈g（t，ご，y），Vl）＝封1  

jm（坤和）i謂腔1＋β恒））＞0，軒帥）ニyl】＝jm牌叩（g（輌）噂箭（√沌恒））＞0，叶郎）＝yl］  
を満たす良いものを見つけることが問題となる。   

現在のところ二宮－Victoir法を変形することで4次までの近似法を見つけている。  
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Ontightnessofe∞－Val1ユedlocalmartingaleswithin丘ni七elymanyJumPS：  

metricandpartitioningentropyapproach  

西山陽一（統計数理研究所）  

1．序．   

本報告ではNishiyama（2000a，2000b）怜後“N－00a”および“N－00b”と略すユの結果  

を拡張する。（且，£）はBlackwe11空間であるとする。各m∈Nに対し〃几は胤十×属上  

の整数値ランダム測度であるとし、その予測可能カンペンセイターを〝mとする。せは一  

般の集合であるとし、それによって添字づけられたn乃×凪十×∬上の予測可能関数の族  

伸乃＝（Ⅳ両：ゆ∈切）が与えられたとする。Tmは有限停止時刻であるとする。我々は確  

率過程の列（ま，ゆ）叫ギ，¢を考える。ただし  

ギ，中＝Ⅳ両 ＊（〃れ－㌦）亡 ∀壬∈町岬∈臥   

N－00aはこの列のn→∞としたときの弱収束を考慮した。すなわち、いわゆるquadratic  

modulusが確率有界で、かつ、ある分割エントロピー条件が満たされるならば、その列の  

ぞ∞（［0，1】×叫一空間における緊密性が従うことを証明した。しかしながら、N－00aは確率過  

程電叫評m＊咋が局所可積分であることと、レm肪Tれ〕×g）＜∞が確率1で成り立つこ  

とを仮定した。ただし“河l＝Sup脚Ilγm，隼である。【引用符の意味は、厳密には、可  

測性に対する考慮が必要である、ということである。］この仮定は確率過程のジャンプが  

有限区間の中では有限個しか起こらないということを導いてしまう。そのような場合も十  

分に豊富な応用を産み出すが、局所マルチンゲールの一般論の観点からは望ましくない仮  

定であった。   

本報告の主たる貢献は、この仮定を次の2条件に置き換えることである：確率過程  

壬叫（1研12∧砺声）＊げは局所可積分である；宙は可算であって、ある種の分離条件を満  

たす。   

我々はまず確率過程（f，ゆ）叫ギ，ゆが実際に㌘㌔空間に値をとるための十分条件を提  

示し、つぎにその緊密性を証明する。さらに、連続マルチンゲールを考慮したN－00bの結  

果と組み合わせることにより、より一般的な形  

ギー車＝昭一ゆ＋Ⅳ輌＊ （〃n－レれ）い  

をした局所マルチンゲールに対する緊密性判定条件を得る。ただしま叫叫1，¢は連続マル  

チンゲールである。  

2・Nishiyama（2000a）への追加・   

上記のように、N－00aの3節の冒頭の記号を用いる。そのDe息nition2．2で出てきた  

“DFP”の定義も思い出されたい。ここで我々は次のような条件を導入する。  
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Defini七ion・Asymp七oticallysepara七ing・ある甘のあるDFP口＝（n（E））EE（0，△。】が  

甘を漸近的に分離するとは、任意の有限部分集合ダ⊂甘に対してある正の数印が存在  

して、各亡∈（0，亡ダ］に対し、各分割集合叫亡；た）がダの点としては高々1個しか含まな  

いときにいう。  

Remark．これは強い要請ではない。せ上にある距離βが定義されている状況を考えよ  

う。もしも各分割集合叫；た）（ただしせ＝∪だfど）略輔がDiam（咄妬β）≦どを満  
たすならば、そのDFPは漸近的にせを分離することが容易にわかる。   

さて、N－00aの仮定（3．1）と（3．2）のかわりに、我々は次のいずれかを仮定する。（実  

際、Ca朗AはN－00aの（3．1）＋（3．2）と同じである。）  

CaseA：過程土…砺叩＊げは局所可積分で、かつ、レ几（【0，Tれ】×且）＜∞が確率1で成り  

立つ；  

CaseB：過程巨）（l砺印l2∧研）粕㌢は局所可積分で、かつ、甘は可算でnはせを漸近  

的に分離するDFPである。   

これらの準備に基づき、我々は次の主張をえる。  

Theorem．N－00aのTheorem3．2および3Aと同じ主張がCase Aだけでなく Case B  

のもとでも成り立つ。  

3 

ここでは重み関数（すなわち、確率積分の被積分関数）がLipscIlitz連続である場合へ  

の注意を与える。すなわち、我々は次の形をした場合を考える：  

土  

町中＝上  耳㌘，ゆd昭 sucb馳a七I∬㌻，ゆ（山卜∬㌢，¢（山）l≦エ㌢（u）β。（ゆ，軋  

ここに巨石Ⅴは連続マルチンゲール；  

卜Ⅳ両（叫f，Z卜Ⅳm，¢（叫ま，Z）l≦ガm（叫壬，Z）伽（中，β）．   

この場合、緊密性の判定条件は次のようなシンプルな形になる：  

Tγl  

上   

lエ㌢12dWm〉七＋l∬れ】2紺み＝0ァn（1）；  

上1僻dど＋ 上1僻血＜∞・  
ここにⅣ（せ，耶E）は被覆数であるqこのことを見るには、DFPⅢ＝（叫ど））吋0，△。】をど一  

球によって生成されるものにとればよい。  

引用文献．   

Nishiyama，Y・（2000a）・WbakconvergenceofsomeclaBSeSOfmar七ingaleswithjumps．  

止れ乃．ダ和むαみ．28685－712．   

Nishiyama，Y・（2000b）・EniropyMethods舟rMartin9aLes．CWI取act128，CWI，  

Amsterdam．  
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Covarianceestimationofnonsynchronouslyobserveddi庁usion  

PrOCeSSeS  

林 高樹（HAYASHI，Thkaki）♯   吉田 朋広（YOSHIDA，Nakahiro）  

慶應大学大学院経営管理研究科  東京大学大学院数理科学研究科   

Wbconsidertheproblemofestimatingthe（integrated）covariance／correlationortwodiffusion－tyPePrCL  

CeSSeSWhen they areobserved at discrete timesin a nonsynchronol上S manner．Thiskindofsituation oc－  

CurStyPicallyinhi9h－♪℃quenCy鮎anc主a】data．Thepopularapproachin the王iterature，theTYaLi．Eedcovari－  

ance／corTelalionestimator（e．g・，【1】，［2】），Whichisbasedonregularlyspaced，SynChronousdata，isproblematic  

becausethechoiceofregularintervalsizeamddatainterpolationschememayleadtounreliableestimation．  

Intheempirica16nanceliterature，dependencyof（synchronous databased）correlation measurementson  

Sampling缶・equenCyhasbeenindeedreported，knownasthe鞄psq距c£（【3】）．   

Estimationproblemsofthediffusionparameterfbrdi仔usionprocessesbasedondiscrete－tirnesampleshave  

beenwelZstudiedinstatistics・See，e・g・，［9】，粧however，nOnSynChronicityseemstohavebeenrarelytreated．   

Tbtacklethenonsynchronicityproblem，in2003weproposedanewestimationprocedurethatisfreeof  

anylsynchronization，processingoforiginaldata・SupposePLfollowstheone－dimensionalIt6process  

d啓＝ル）dけJ‘（申呵，璃＝pJ，ヱ＝1，2，  （0．1）  

Withd〈Wl，W2〉t＝P（t）dt，Wherep（・）∈ト1，1）isanunknownfunction，PL＞Oisaconstant．0・L（・）＞Oisa  

bounded（possiblyunknown）function，FLE（・）isaprogressivelymeasurable（possiblyunknown）function．Let  

T∈（0，∞）beanarbitraryterminaltimefbrobservingPLs；forinstance，T＝1dayinatypicalapplication．  

Wbareintereデtedinestimatミng〈Pl・P2〉T＝Hql（t）q2（t）p（t）d亡・   
Suppose（It）i；1，2，．．．and（Jt）i＝1．2，…arerandomintervals，reading丘omlefttoright，eaChofwhichpartitions  

（0．Tl・LetTl・i：＝inf（t∈Ii＋1）representtheithobservationtimeofPl，andT2－i：＝inf（t∈Ji＋1）that  

OfP2，i≧0・Letnbeanindexrepresentingthe“size”of（Ii）and（Ji）・Letrn：＝maXl≦i＜∞けi［v  

maxl≦j＜∞けjl   

Then，WeprOVedthatthestatistic  

軋：＝∑（軌‘一卑小1）（埠．一－埠．J－1）1（州ノ榊）  

i，j  

（0・2）  

COnSistentlyestimatestheunknown〈pl，P2〉TaSr，．→0（囲fordetails）・  

Inthecasewhenthevolatilitiesandcorrelationareconstant，i・e・，Pt≡Pandq王≡qLbrsomep∈ト1，1）  

andqL＞0，l＝1，2・Thecorrelationpcanbeestimatcdconsistentlywiththefbllowingstatistics：  
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軌＝妄∑ 
餌 

1｛州瑚（♂∫areknown），  
iJ  

JIJ2  

∑り（埠1，l－ぢ1．ト1）（牲J一珠ト1）1（州ノ御J  
（crLareunknown／known）．   瑠）・＝   

（∑i軋一恥1）り1′2（∑J（乳 →私J－1）2〉1′2  

囲extended【8】andshowedconsistencyoftheestimatorsispreservedwhentheunderlyingprocessesare  
COntinuollSSemi7nartin9ateSandtheobservationtimesarestpppin9times・   

In thetalk，We preSented advancesofthe theory（［6】，【7】）．In particular．wediscussed（i）asymptolic  

normalityofthecovarianceestimator軋，jointwiththerealizedvolatilitiesofPlandP2，and，a．Sitsdirect  

application，（ii）aBymptOticnormalityofthecorrelationestimators兄f：）andR～？），aCCOmpaniedbyafew  

examples．   

Keywords：diffusions；high一打equencydata；nOnSynChronicity；realizedvolatility  

参考文献  

囚T・G．Andersen，T・Bo11erslev，F・Ⅹ・Diebold，andP・Labys・Thedistributionofrealizedexchangerate   

VOlatility．エAmer▲gね‘由亡．dββOC・，96：42－55，2001・   

【2】0・E．Barndor掛NielsenandN・Shephard・Econometricanalysisofreali21edcovariation‥High一丘equency   

basedcovariance，regreSSionandcorrelatio∫iin丘nancialeconomics・Econometrica，72：885－925，2004・   

聞T・W．Epps．Comovementsinstockpricesintheveryshortrun・J・Amer・Statisl・Assoc・，74‥291－298，   

1979．   

【4lV．Genon－Catalot andJ・Jacod・On theestima七ionofthediffusion coe尻cient fbr multトdimensional   

diLfusionprocesses．Ann．九βti．HenriPoincar6，Probab．Statisi・，29（1）：119－151，1993．   

【5】T・HayashiandS∴Kusuoka・Nonsynchror10uSCOVariationmeasurementforcontinuoussemimartingales・   

Preprint2004－21，Grad．Sch．ofMath．Sci．，Univ．ofTbkyo（submitted）．2004．   

【6］T．HqyashiandN．Ybshida・Asymptoticnormalityornonsynchronouscovarianceestimatorsford肝usion   

processes，Submitted，2004・   

【71rr・HqyashiandN・Y由血ida・Estimatingcorrelationswithmissingobservationsincontinuousdi飢1Sion   

models．submitted，2005．   

【8】T．HayashiandN．Ybshida・Oncovarianceestimationofnon－SynChronouslyobserveddiHusionprocesses・   

βem川叫11（2）：35ト379，2005・   

【9】N．Yoshida．Estimationfordi飢1Sionprocessesh・Omdiscreteobservation・J・MuZlivariateAnal・，41‥220－   

242，1992．  
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Comparisonofdiscrimination ruIesfbrdifFusionprocesses＊  

YuJISAKAMOTOl  

l飽cIJ勒0／ガ視mαれ飢てJオm爪印．e叫班ro占最mαJ再ernα如れαJ仇紘肥r一号軸  

占J∂－ββCαheγと血豆，∬uT・0占e－C加，∬αア加一仇m∫．仇丁て，占／血氾乃イー〃打〟JJ叩αm  

KeywoTd＄andphrTISeS：aSymPtOticexpansion，di飢ユSionprocess，discriminantanalysis   

I Discrimination rules   

GivenO⊂RP，letOlandO2betwop－dimensionalvectorsin O．Foreachk＝1，2，1etnたdenot．ethetotal  

ofsamplepathsofthed－dimensionalstationaryd胤sionprocessX（k）＝（Xik））托怖】Satis＆i11g  

〈 

（拙鋸）…（伽£鬼） 
（1・1）  ，  

where71isapositiveconstant，Uokisthestationarydistributionwithapositivedensity∂L／0た／dx，輪isa  

functionffomRdx脱PtoRd，Visafunctionfrom温dtoRd㊥脱r，W（k），k＝1，2，arer－diInenSionalstandard  

Wienerprocesses，andtheyareindependentofeachother．Inthisarticle，Wewi11considerthediscrimination  

problemofhowtodecidefromwhichofpopulationsrIユandn2neWObservationsX（O）＝（XiO））嘲Th】is  

drawn．  

InthecasewhereOlandO。areknown，WemayuSetheB町eSrule‥X（0）＝（XlO））吋。，瑚isclassi鮎dto  

r71ifdB（0ユ，β2）＞KandotherwisetorI2，WheredBistheBayesdiscriminantfunctionde丘nedby  

婚（β1，β2）＝g（βl；（束0））粍裾瑚）一榊2；（束0））嘲扉  

andeisthelog－1ikelihoodfunctionde丘nedby   

g（冊t）仰｝）＝log雛）＋上r榊γ′）－1冊）dズモー甘脚′）－1帆β）dま・  

HereKisaconstant dependent oftwokindsofmisdiscrimination costsc（1l2）and c（2Ll），and the prior  

probabilities7rk，k＝1，2such that newobservations X（0）isdrawn加mI－kwith probability7Tk・工n  

particular，KisequaltoOif7Tl＝7r2andc（1l2）＝C（2Il）．  

InthecasewhereelandO2areunknown，Weneedtrainingsamplesが）＝（Xll））吋。．Tl］andX（2）＝  

（Xi2））吋。，，b】drawn＆omIllandrI2，reSpeCtively・AnaturalextensionoftheBayesruleistheso疇CalledW－  

rulesuchthatX（0）isclassiLedtonユifdB（∂皇1），∂皇2））＞K，andotherwiseton2．Here，∂㌘）isthemaximum  

likelihoodestimatorde丘nedasasolutionof（6ae（∂㌘）；（Xlk））吋。，，11））≡＝1＝0，8aisthediHerentialoperator  

de触edby6a＝∂／aOa，andOaisthea－thcoordinateofβ・Weabbreviateaplug－inversiondB（吋），呼））to  

dw：  

蠍（β1，β2）＝毎（吋），呼））．   

Another rule for unknown parameter caseisgiven by alikelihood ratio test．Suppose that hr each  

k＝0，1，2，X（k）＝（Xlた））吋。，Tk）isadNdimensionaldiffusionprocesssatis＆ing（1．1）withaparameter  

一点▲lSlリーllslll－Jl・ぐlぐiごlゴトifk礼いl）11山E2i㍉虹誉iO5．  
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Ok∈㊤andanr－dimensionalstandardWienerprocessw（k）＝（w！k））吋。，∞）・Inaddition，SuPPOSethat  

drivingprocessesw（k）k＝0，1，2，areindependentofeachother・Thenthelikelihoodratioteststatisticof  

H：00＝01againstK：00＝02isglVenby  

d飢β1，β2）＝〆0）（軒1））＋ゼ（1）（軒1））＋g（2）（∂皇2）トゼ（0）（軒2）トゼ（1）（∂皇1）トゼ（2）（軒2）），  

wheree（k）（e）＝e（e；（Xtk））吋。，Tkl）），andBiO・1）and6！072）arethemaximumlikelihoodestimatorsde丘nedby  

（∂。ゼ（0）（軒1））＋∂αゼ（1）（軒1）））雲＝1＝0，（∂。g（0）（軒2））＋∂。ゼ（2）（軒2）））雲＝1＝0．  

Note七ha七GfO71）isnotconsistentunderthehypothesisK，While6！0，2）isnotconsisitentunderH．   

2 Expansions   

Le七  

且 

戸叶‥αm（β；（た））＝妄捌禁し恥（β）j，ジ叶‥也m，わ減′（β；（た））＝妄βた［批m（β）軋m′（榔  
転1…。m（た）＝戸叶‥。m（βた；（拙仁虹‥。町bl．‥むm′（た）＝ク叶・・仙人…b爪′（鮎；（た）），  

9。b（k）＝一転。b（k），and（9ab（k））＝（9ab（k））～1・Supposethat塘（01，02）ha5adensity婚（・；01，02）w．r．tthe  

Lebesguemeasure．   

Tbeoreml・Umder紺meγ登仙Jαわ物COmd記わ乃ち虞£九0払班α土αβれα乃d了ち→∝）ひ乞班7もβ£ed，  

ア［蠍（β1，♂2）＜∬】＝桝増（β1，β2）＜可＋且［塘（軋β2）I蒐（β1，β2）＝軸凱∬；β1，β2）  

＋∂誹叩塘（∂1，∂2）l願∂1，♂2）＝可婚（細β2））＋0（妄），  

ひ九eγ℃   

軌瑚＝畠ト1）叫佃輔ムc紬，C（た）十言祝抽帖伽）呵  
2  

鴫（β1，β2）＝∑符1gαむ（た）吋）（瑚ぜ）（瑚・  
た＝1   

TlleOrem2・乙玩deγβOmer印祝gα摘yco乃d吏如那∫古土加gゐ兢α土αβnαれd7ち→∞ひ豆摘花β∬ed，   

P脚1，β2）＜エ】＝鴫（β1，β2）＜小叩紬，β2）l離1，場＝擁帥β1，β2）再（妄），  

び九er℃  

帆綱妾（吠1紬…）（伽）瑚（β刷）・  
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StrongIgnorabilityが成立しない場合の  

傾向スコアを用いた周辺分布のパラメータ推定について  

星野 崇宏 倉田 博史 繁桝 算男（東京大学大学院総合文化研究科）  

1目的  

RDSenbaum＆Rubin（1983）は、無作為割り当てが行えない研究（観察研究）において無作為割り当ての近似を  

行うために、傾向スコア（Propensityscore）の概念を提案した。傾向スコアは共変量を与えたときに各被験者が  

各灸件（群）に割り当てられる確率である。割り当てや標本抽出が共変畳の値に依存する場合は、傾向スコアを  
用いることで共変量の分布を群間で共通にすることが出来るため、無作為割り当ての近似が可能になる。このよ  

うな性質から傾向スコアは医学や経済学における準実験データでの因果解析法として近年非常に頻繁に利用され  

ている。しかし、既存の傾向スコアによる調整法の問題点として、StrongIgnorabilityの促定、すなわち結果変  

数yメと割り当て変数gが共変量∬を所与として独立  

yJ止Zl∬J＝1，2・  
（1）   

という強い仮定に依存している。本研究の目的は、割り当てが共変畳だけでなく結果変数にも依存している場合  

に、結果変数の周辺分布の母数推定を行う方位の開発と、その漸近的性質を示すことにある。  

2 モデル設定  

簡単のために条件（群）の数を2とする。このとき各ユニット（被験者）は理論上、2個の条件ごとに結果  

変数の債を有する。しかし観測されるのはそのユニットが属する条件における結果変数のみとする。具体的に  

は、町エi，Ziをそれぞれ、第i被験者の第ブ条件における結果変数の値、共変畳の値、（1なら第一群、0なら  

第二群を示す）割り当て変数とする。このとき、結果変数では欠測が起っているみなすことができる。ここで、  

ひ（恥ごi，α）＝p（zi＝1励，エi，α）は結果変数と共変量を所与としたときに第五被験者の机1が観測される確率であ  

り、αは母数ベクトルとする。ここで、yiJの周辺分布をp（拘勅（β））（f＝1…Ⅳ）と置く。   

ここで、全確率変数の同時分布はp（yl，y2，Z，エ）で表現されるが、この分布を仮定することはできないものとす  

る。さらに、一般の傾向スコア解析同様、共変量を所与とした時の結果変数の条件付分布p（yl湖由）を仮定する  

ことが難しいとする。仮定できるのは、割り当ての分布ク（抽1，y2，エ）と結果変数yl，y2の周辺分布だけだとする。  

3 擬似条件付分布を用いた推定方程式  

結果変数がすべて観測された場合の推定方程式を  

〃  JV  
∂  

堰）＝∑堰恒i，‡i）＝∑志（叩（紬紬エi，可＋（トヱi）（ト可紬yi2，ごi7α肛       i （2）  

＝1  i＝1  

JV  

叩lα）＝ ∑g（勒王，エi，Zi，α）  
i＝1  

〃  
∂  1一之i  ヱf   

∑羞【    ∠一∂βL 
logp（仇。岬2（β川，（3）   logp（机1岬1（∂”＋  

ぴ（封il，yi2，ニi，α） ；＝1   1－ひ（机1，yi2，エi，α）  
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とおく。しかし、実際は割り当て変数の値に応じて結果変数が欠測になるので、上記の推定方程式を利用することはで  

きない。そこで、2つの関数∫（α‡zi，封アbβ，諾げ，が）＝βy㍗1■l繍．β・，α・【5（αlヱi，yわごi）〕と∫（勒冒ムβ，ごi，Zi，β－，が）＝  

且打‘■I三溝，β・，α・f叩Ⅰ恥エi，Zi，α）〕を定義する0但し、上付き記号m砧と0むβは欠刺された結果変数と観測され  

た結果変数を示し、  

p（y；たれ，エ‘）p（項裾勘，α）p（恥桓）  
p（恥Iyiよ，ヱ，ェ，β，α）＝   ，プ＝1，た＝2 〝・Jニ2，た＝1  （4）  

Jp（y沌l拘，諾i）p（可机声－，0）p（yiJI諾i）軸fゴ  

ここで、S。b8（α10，α）＝∑芝1S（αfzi，yアbs，ヱi，g＋，αり，S。bs（OlO，α）＝∑芝1S（Olyアbs，3＝i，Zi，0＊，α♯）はunbiased  

estimatingequationであるため、この推定方程式から、EMalgorithmと同様に期待値計算と解の導出によって  

母数の一致推定量を得ることができる（Rosen，Jiangand取nner，2000）。しかし、観測データを所与としたとき  

の欠乱された結果変数の条件付分布p（拘Iy由ヱ，ご，β，α）の計算には共変量を所与とした時の結果変数の条件付分  

布p（ytェ）を仮定することが出来ないために計算ができない。そこで、結果変数の擬似条件付分布  

p（垢岬ゴ（β））p（机証鋸（β））p（ヱ舟i，恥α）  
〆（晦l甑，ヱi，エi，β，α）＝   j＝1，た＝20rj＝2，た＝1・  （5）  

p（封iと，Zilヱi）  

を利用した期待値計算を行い、以下の関数を定義する：   

顆lヱ㌦，甜，α♯）＝ 孟｛／印血かyi2，∬棚（yi2－紬Zi，エi，β■，α－）d仇2  
＋／  
（l一之i）（1－W（机1，yi2，諾，α））〆（yillyi2，ヱi，諾i，β■，α●）d机1），（6）  

g9㈲bぷ，エi，Zげ－αヰ）＝ 
孟イ   

Zi  
logp（机1岬1（β））p9（yi2l仇1，Zi，エi，β◆っα■）d封i2  

Ⅶ（封揖封i2，芯；，α－）  
1一之i   

logp（yi21∂2（β））が（yillyi2，Z‘，ヱf，β■，α－）和正］（7）  
1一班（仇1，yi2，エー，αり  

3 本研究で利用するExpectaiton－Solutionアルゴリズム  

J＝0，1，2了‥‥に対して、以下の2ステップを繰り返し実行する：  

ExpectationStep Metropolis－Hastingsアルゴリズムを利用して、yilをp＋（yillyi2，Zi，エi，0，α）から発生させ  

る（仇2も同様）。MonteCarloEstep（Weiandnnner，1990）を利用して、以下の関数を計算する。  

．Ⅳ JV  

∫三も∫（坤畑巧＝∑サ（α匿，封言も∫，諾i，β一，α－），方言ムざ（βげ，αり＝∑∫9（勒ぎあβ，ヱi，Zげ，α■）（8）  
i＝1 i＝1  

Sol11もion Step  

方言ふざ（可〆，αl）＝0，αmd方言b∫（畔，αl）＝0・  

となるαをαI吊、βを♂けlとする。  

（9）  

ここでSq（叫0，α），S9（eI9，α）がunbia5edestimatingequationであることが証明できるため、上記のアルゴリ  

ズムで得られる解は、一致性と漸近正規性を有することを証明できる。  

参考文献  

川Rosen，0・，Jiang，W．，andTanner，M・A・（2000）・Mixturesofmarginalmodels．Biometrika，87，391－404．  

［2JRosenbaum，P・R・，＆Rubin，D・B・（1983）・Thecentralroleofthepropensityscoreinobservationalstudies   

fbrcausale鮎cts．Biome亡riたa，70，4ト55．  

【3］W鴎G・C・G・，andTanner，M・A・（1990）・AMonteCarloimplementat主onoftheEMalgorithmaJldthepoor   

man’sdataaugmentationalgorithms．J仇mαJ毎払edmeわcα几∫ねぬ亡f比JA占βOCね如m，85，699－704．  
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単調変換による4次キュムラントの除去  

若木宏文（広島大学大学院理学研究科）  

1 3次キュムラントの除去   

確率変数列ズmの分布関数が、  

叩れ≦∬）＝◎（小去¢（榊2＋わ）十0（三）  

と展開されるとする。多項式  

ま（∬）＝ご＋（α紬）  

によって、  

申）＝£＋（α紬）＋芸ご3  
（1）  

となるが、まは、単調ではないため、例えば、母数βの信頼区間を得るために∬m＝  

m●1／2（∂－β）／∂に適用する場合、被覆確率と区間幅に単調関係が成立しない。   

Hall（1992）は、壬（ご）に、3次の項を追加した、  

梱＝ご＋（α紬）＋藍∬3  

によって（1）を満たす単調変換を提案した。才（∬）＝f（∬）＋0（孟）を満たす単調変換は、他  

にも多く考えられるが、ま1は、逆関数が陽に与えられるという利点がある。   

無作為標本に基づく推測において、多くの基準化、あるいはStudent化された統計量  

（r）は  

logE［exp（isT）］＝芸（is）2・去（al（is）・a3（is）3）・三（a2（is）2・a4（is）4）・0島）  

（2）  

のように展開される。ここで、α1，α3は、3次キュムラントのみに、また、α2フα4は、3  

次および4次キュムラントに依存する。Hall（1992）の単調3次変換において、3次キュ  

ムラントをその㍉ト一致推定量で置き換えても、（1）は成り立ち、これによって、正規近  

似に対する、3次キュムラントの影響を除去することができる。本報告では、漸近展開  

式の2次（0（蓋））の項まで利用し、正規近似の精度を上げるような単調変換を導出する。  

2 多項式変換による近似の改良   

確率変数列（J㌦）m＝1，2，… の極限分布関数をダとし、ズnの分布関数軋が次のように  

展開されるとする。  

凡（ェ）：＝P（ズ乃≦ェ）＝ダ（ヱトJ（ェ）（m鵬d91（ご）＋m‾2dタ2（可）十0（m‾3d）  
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ここで、d＞0，f（x）＝F′（x）である。このとき、凡の上側100α％点のCornishMFisher  

展開は、ダの上側α点をご。として、曾（ェ。）によって与えられる。ここで、  

ヴ（ご）＝ご＋m－d九直）＋乃‾2dん2（∬），  

（飢（わ）2J′（ヱ）  
＋飢（∬）タ；（∬），  恒（∬）＝飢（ヱ），九2（∬）＝タ2（∬）＋   

2ノ丁（∬）   

である。多くの場合、ダは標準正規分布、または、X2分布であり、恥蛮は多項式であ  

る。そこで、以下、九1，九2は多項式であるとする。   

正数〟に対してmを十分大きくとれば、－〟≦エ≦〟で、q（ご）は狭義単調増加と  

なり、その逆関数を申）＝ヴ‾1（∬）は、区間（ヴト〟），q（〟））において  

ま（∬）＝∬－れ－d恒（∬）＋れ‾2d（九1（∬）頃（∬卜九ち（わ）＋0（乃‾3d）  （3）  

と展開される。  

3 単調変換   

Hall（1992）の単調変換は、次のように一般化される。  

ま1（ご‥帰＝ 召冊轍）＋折榊中  
と定義すると、モ1（∬‥ん1）は単調で、かつ、申‥九1）＝ま1（∬）＋q（乃‾2d）より、  

P（項端‥ん1）≧∬α）＝α＋0（m－2d）   

（4）  

（5）  

を満たす。壬1（ズm：九りの分布の漸近展開を導出し、パーセント点のCornish－Fisher展開  

の逆変換の展開式を、あらためて壬と考えて（4）を用いると極限分布による近似誤差の  

オーダーを0（m‾3d）とすることができる 。しかし、例えば、Hallの3次変換に続けて、  

4次キュムラントを含む、次のオーダーの項まで除去しようとすると、5次多項式を用  

いることとなり、逆変換は数値計算に拠らざるをえない。   

ま1（霊‥九1）の逆変換飢（∬：恒）＝号1（∬‥恒）が陽に求まるとする。q（∬：九1）の漸近展開  

は、Cornish－Fisber展開と0（乃‾d）の項まで一致する。q（∬）とまい）の0（m‾d）の項とは、  

符号が逆になっているのみなので、飢（ご‥一九りも、単調でかつ、（5）を満たす。さらに、  

ま1（ェ：拘）と勘（∬‥一書九1）の合成関数も、（5）を満たすことが容易にわかるが、一般に、  

任意の多項式pl（ご）を用いて、ま1（ご‥pl＋九1）と91（ェ‥pl）との合成変換もまた、単調で  

かつ、（5）を満たす。plをうまく選ぶことで、0（炉2d）まで除去することが可能であり、  

特に、（2）の展開を持つ場合に対しては、Hall型の3次変換と、その逆変換の合成変換に  

よって4次キュムラントの影響を除去できることがわかった。一般に3次、4次キュム  

ラントは未知であるが、一致推定量を利用することで、極限分布による近似精度を同じ  

オーダーまで保つことができる。例として、単調変換を利用した母平均の信頼区間の構  

成法を示す。  
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Asymptotice氏ciencyofconditionallea5tSquareS  
estima七orsforARCH models  

TbmoyukiAMANOandMasanobuTANIGUCHI＊   

DepartmentofMathematicalSciences，SchoolofScienceandEngineering，  

WasedaUniversity，Tbkyo，169－8555，Japan  

Abstrac七  

Theconditionalleastsq11areS（CL）estimatorsproposedbyTj¢stheim  
（1986）areimportantandhlndamental．IfweapplytheCLestimatorsto  

thesquaretranSbrmed ARCHmodels，theyhave asirrlpleexplict fbrm，  

anddoIlOtdependon七heinnovationdistribution．SincetheCL｝sarenot  

asymptoticallyefncientingeneralwegiveanecessaryandsu然cientcondi－  
tionthatCLisasymptotical1ye餓cientbasedontheLANapproach．Next，  

ameasureofefnciencyforCLisint．roduced．Thennumericalevaluations  

Oftheine伍ciencyforvariousnonlineartimeseriesrnodelsaregiven．They  

elucidatesomeinterestingfeaturesofCL．   

Keywords‥ ARCHmodel；Conditionalleast squares estimator；aSymPtOti－  
Cal1yefRciency，LANapproach   

1．Introduc七ion   

Traditionaltime seriesmodelssuchasARMA models assume a constant one－  

PeriodforecastvarianCe，However，inactualprac七ice，thisassumptionisoften  

Violated，eSpeCiallyineconomic time series．In order to circumvent this dif邑－  

Culty，Engle（1982）andBollerslev（1986）introduced，reSPeCtively，theautore－  

gressiveconditionalheteroscedastic（ARCH）modelandthegeneralizedARCH  
（GARCH）model．Sincethen，agreatnumberoftheoreticalandempiricalstud－  

ieshavebeenconductedfbrthem（c・f・，Engle，1995，Lin七on，1993andTaniguchi  

andKakizawa，2000）・Recently，Giraitis，KokoszakaandLeipus（2000）intro－  

duced aclass ofARCH（∞）models，Whichincludes the ARCHand GARCH  

modelsasspecialcases，andprovidedsu餓cientconditions丘）rtheexistenceofa  

Stationarysolutionanditsexplictrepresen七ation．  

LeCam（1960）established七hemostimportantandsophis七icatedfoundationof  
the generalstatisticalasymptotic theory・Heintroduced theconcept oflocal  

＊Correspondingauthor．＋81－3－5286－8095．  

E－mai1addresses：tOmtOChami＠ruri・WaBeda・jp（T・Amano），taniguchi＠waseda．jp（M．  
Taniguchi）  
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asymptoticnormality（LAN）hrthelikelihoodratioofgeneralstatisticalmod－  
els．OnceLANisproved，theasymptoticoptimalityofestimatorsandtestsis  

describedintermsoftheLANproper七y．LeeandTaniguchi（2005）established  

theLANforaclassofARCH（∞）－SMmodels，WhichincludeARCHmodels・  

ThentheydescribedtheasymptoticoptimalityofestimatorsintermsofLAN・  
Tj4）Stheim（1986）provedaconsistencyandasymptoticnormalityofthecon－  
ditionalleastsquareSeStimatorsforstationaryprocesses・TheCLfbrARCHis  
written as asimplelinearformandwecan constructitwithoutknowlngthe  

distributionoftheinnovation density．Sincethe CLis七he mostfundamental  

estimatorfortheparameterofARCHmodel，itisimpor七anttoinvestigateits  

goodnessbasedonLAN・ThispaperprovideanecessaryandsufBcientcondition  
fbrthe CLtobe a5ymPtOtical1ye用．cientinthesenseofLAN anddiscussthe  

inefBciencyofit．  

This paperis organi2：ed as fbllows・In Section2we explain the LAN払r  
ARCH（q），andgivethelowerboundoftheasymptoticvariancefbrestimators・  

Comparingtheasymp七oticvarianCeOfCLwiththelowerbound，WeeValuate  

theine氏ciencyofCL．Sec七ion3providesnumericalstudiesoftheinefRciencyfor  

various models．The results elucidatesomeinterestingftatures oftheasymp－  

toticsofCL．Proofof七hemaintheoremisrelegatedtoSection4．  
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Sta七isticalEs七imationofOptimalPor抜）1iosforLocal1y  

StationaryReturnsofAssets  

HiroshiShiraishi  

Ⅵ危ぶeda打出博通伊  

MasanobuTamiguchi  

Ⅵ包ge（ね仇血猫柳  

Abstrac七  

ThispaperdiscussestheasymptoticpropertyofestimatorsforoptimalportfblioswhenthereturnS  

arevector－Valuedlocally stationary processes．First，We derive the asymptotic distribu七ion ofa  

nonparametric portfolio es七imator based on the kernelmethod．Optirnalbandwidthand kernel  

func七ionareglVenbyminimlZlngthemeansq11areSerrOrOfi七・Next，aSSumlngparametricmodels  

fornon－Gaussianlocailys七ationaryprocesses，WePrOVetheLANtheorem・Wbproposeaparametric  

POrtfolioestimatorきbased on aquasi－maXim11mlikelihood estirrlatOr・Thenitisshownthat∂   
is aBymP七0七ical1ye然cien七ba5ed on the LAN・Numericalsttldies are provided toinvestigatethe  
accuracyoftheportfolioestimatorsparametricallyandnonparame七rically．Theyilluminatesome  

interestingfeaturesofthem．  

1．Introduction  

Inthetheoryofportfolioanalysis，Optimalportfbliosaredeterminedbythemeanpamdvariance∑  

Oftheportfblioreturn・Severalauthorsproposedestimatorsoftheoptimalportfbiiosasthefunctions  
Ofthesamplemeanふandthesamplevariance∑forindependentreturnsofassets．However，empirical  
Studiesshowthat昆namCialreturnprocesses areo氏en dependent・From thispointofview，Basak，  

JagannathanandSun（2002）showedtheconsistencyofoptimalportfolioestimatorswhentheportfolio  
returnsarestationaryprocesses・Furthermore，ShiraishiandTaniguchi（2005）discussedtheasymptotic  

e用・Ciencyfbroptimalportfblioswhenreturns arenon－Gaussianstationaryprocesses．Althoughthey  

droppedGaussianityandindependenceforreturnprocesses，manyemPiricalstudiesshowthatrealtime  

苧eriesdataaregeneral1ynon－Stationary・Tbovercomethisproblem，Dahlhaus（1996a）proposedan  

lmPOrtantClassoflocal1ystationaryprocesses，anddiscussed thekernelmethodshrlocalestimators  

Of七hecovarianCeStruCture・Regardingparametricapproach，Dahlhaus（1996b）developedasymptotic  

theoryforGausSianlocal1ystationaryprocess，andderivedtheLANproperty・FhrthermoreHirukawa  

andTaniguchi（2005）droppedtheGaussianassumption，i．e．，theyprovedtheLANtheoremfornon－  

GaussianlocallystationaryprocesswithmeanvectorFL＝0，andappliedtheresultstotheaBymPtOtic  

es七imat，ion．  

Inthispaper，denotingtheoptimalportfoliosbyafunction9＝9（FL，∑）ofpand∑，Wediscussthe  

asymptoticpropertyofestimators∂＝9（在∑）whenthereturnsareYeCtOr－Valuedlocal1ystationary  
PrOCeSSeS・Sincethereturnsarenon－Stationary，thequantitiesFL，∑，在∑dependonthetimewhenthe  

portfblioisconstructed．   

Section2givestheasymptoticdistributionofanonparametricestimator∂basedonthekernelmethod  
WhenthereturnsareGaussianlocal1ystationaryprocess．WeevaluatethemeamSquareSerrOrOfthe  

estimators7anddeterminetheoptimalbandwidthandkernelfunction・Assumlngparametricstructure  
FLeand∑0，SeCtion3provestheLANtheoremfornon－Gaussianlocal1ystationaryprocesswithnon－ZerO  

meanVeCtOr・Inthissettingweproposeaparametricestimatorβ＝g（FLか∑∂）where6isaquasi－  
maximumlikelihoodestimator ofO・Thenitisshown that∂is asymptotica11yefBcient．Numerical  

Studiesareprovidedtocon6rm theaccuracyof∂nonparametrica11yand parametrica11y．Theyshow  

SOmeinterestingf6aturesof∂．   

Throughoutthispaper，if（Xn）isasequenceofrandomvectorswhichconvergesindistributionto  
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arandomvectorX，thenwewriteXnヱx．The，vecつoperatortransfbrmsamatrixintoavectorby  

StaCkingthecolumns，andthe’vech’operatortransfbrmsasymmetricmatrixintoavectorbystacking  

theelementsonandbelowthemaindiagonal．Wedenotethesetofallposi七iveintegers，もhesetofal1  

realnumbers，andthesetofal1complexnumbersbyN，RandC，reSpeCtively．  
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観測値が次元より少ない場合の多変量分散分析法と  

判別法  

中央大学・理工  藤越 康祝   

多変量線形仮説の検定，あるいは，正準判別法において，標本数が次元より小さいと群内平方和積  

和行列Ⅳが特異になり，通常の方法を利用することができなくなる．このような場合の1つの解  

決策として，SrivastavaandFujikoshi（2005），Srivas七aNa（2005）は，Wの逆行列をムーアペンロー  

ズ逆行列Ⅳ＋で置き換えてた方法を提案し，統計的性質を調べている．本報告では，これらの結果  

を紹介している．   

Ⅳ×pの観測行列yについての多変畳線形回帰モデル  

y＝（yl，…，y〃）′＝∴訂≡十月   

を考える．ここに，ガはランクた（くⅣ）の〃×た既知計画行列，≡はた×pの未知パラメータ行  

列である．誤差行列β＝（el，…，e〟）′の各行は独立同一で平均ゼロ，共分散行列∑の正規分布，  

e豆～埠（0，∑）に従うとする・この論文では，観測値が次元より少ない，Ⅳ≦pの場合を考える・こ  

のような状況は，マイクロアレイデータのように僅かの個体に対して数千の遺伝子発現を扱う場  

合，などで生じる．   

線形仮説の検定問題  

ガ：C≡＝0 vs A：C≡≠0  

を考える．ここに，Cはランクq（≦た）の曾×たの定数行列である・仮説による平方和積和行列β，  

および，誤差による平方和積和行列伍′はそれぞれ  

β＝〃（C云）′［c紺】‾1c主，Ⅳ＝（y一碑（y一碕  

で与えられる・ここに，C＝〔〃－1ズ′ズ］‾1，畠＝（ズ′∬）－1ズ′yは≡の最尤推定量あるいは最小2乗  

推定量である．Gは正定値であると仮定する．正規性のもとでWはウイシヤート分布Ⅳ～Ⅵち（∑，m）  

，別ま非心ウイシヤート分布β～W妄（∑，曾，Ⅳ叩′）に従い，これらは互いに独立である・ここに，  

れ＝〃－た，り＝（鞘十‥，り9）＝（C三）′（CCC′）－妄・   

p→∞の場合の漸近理論においては，  

tr∑乞  
α五＝－ ；豆＝1，…，4  

p  

とおくとき，  

0＜1imα豆＝α乞0＜∞，宜＝1，．・．，4  
p→00  

を仮定する．このとき，推定量  

［trⅣ2一三（七rⅣ）2］  
al＝（trⅣ）／mp，a2＝  

（m－1）（れ＋2）p   

は，mおよびp→∞のとき，叫の一致推定量であることが知られている（Srivび七ava（2004））・した  

がって，呂＝a苦／a2もむ＝α書／α2の推定量として同様な性質をもつ．  
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N＜pのとき，Wが特異になるのが，Dempster（1959）の一般化  

（p9）‾1tr月 
＿ 負＝  

α1  曾trlγ  

を利用することができる∴れのパワーを調べるため，漸近的に同等である  

㌍［2舶＋刷］‾喜［芳一浅諾］  

を考える．尤度比検定，Lawley－Hotelling検定，Bartlett－Nanda－Pillai検定に関しては，Wの逆行  

列をムーアペンローズ逆行列Ⅳ十で置き換えた検定統計量  

9 9  

筑＝一如g唯1（1＋c豆）‾1，：乃＝p呂∑c宜｝n＝p呂手宝  
i＝1  

を考える．ここに，CiはβⅣ＋のゼロでない固有値である．まず，p→∞のとき，検定統計量筑，  

乃，為は漸近的に同等であることを示す．したがって，最終的には，れと為について考える．こ  

れら2つの検定統計量の仮説および対立仮説のもとでの漸近分布が求められる．とくに局所対立  

仮説のもとで，pが大きく，乃が小さいと検定乃がれより良いことが示される．詳細については，  

SrivastavaandFujikoshi（2005）を参照されたい．p／n→C，0≦c＜1の場合のパワー比較につい  

ては，F両ikoshietal．（2004）を参照されたい．   

共分散行列が等しいた群の判別分析においては，正準判別変量が重要な役割を演じている．この  

変量は，群間平方和積和行列βおよび群内平方和積和行列をlγとするとき．Ⅳ‾1βの固有ベクト  

ルを用いて定義される．しかし，全標本数が次元より少ないとⅣが特異になり利用できなくなる．  

この場合の1つの解決策として，Sriv誠taVa（2005）は仰の逆行列の代わりにムーアペンロズ逆行  

列を用いることを提案している．この方法の漸近的性質や、2群の場合の誤判別確率の評凧など  

にも関心があが，これらについてはSriv誠taVa（2005）による結果がある．  
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打一統計量の分散推定量の漸近表現と二乗誤差  

九州大学経済学研究院 前園宜彦  

1．U一統計量の分散推定量   

ズ1，・‥，ズれを互いに独立で同じ分布苺（ご）に従う確率変数とし，ん（ェ1，…，諾γ・）を成分  

の入れ替えに対して不変なγ次の対称なカいネルとする．このときぴ一統計量は  

－1  

（－：り   

∑ん（薫1，…，札）  
CT．，r  

（1）  
β＝【ん＝  

と定義される・ただし∑cm．rは1≦豆1＜…＜豆r≦mを表す・このぴ一統計量は標本平  

均や標本不偏分散などの統計量を含む重要な統計量のクラスである．本報告では軋の分  

散Ⅴ（軋）の推定量の漸近表現を求軋 それを元に漸近平均二乗誤差による比較を行った．   

簡単のためにγ＝＝2の場合を報告した．このとき分散は  

和げ孟＝4かよ了と宣  

となる・mJ芝のジャックナイフ分散推定量は  

γL  

竹ニm∂き＝（和一1）∑（押一坊l）2  

i＝1  

で与えられる．ここで甜は元のデータから弟を除いて計算されるこんの値である．   
また4Efの推定の観点からSen（1960，CalucuttaStatist，Assoc．Bull．，1977，Ann．  
Statist．）は次の推定量  

鴨＝（…も）2  

を提案している．ただし  

1m      筑＝㌃1賄ろ）  

である．   

一般にジャックナイフ分散推定量は正のバイアスを持つことが知られており，竹はバイ  

アスを持つ（E丘onandStein（1981，Ann・Statist．））・Hinkley（1978，B．K．）はジャックナイ  

フ分散推定量のバイアス修正を一般の統計量について議論しており，ぴ一統計量の場合は  

吼j＝涙ん－（m－1）（咄）十U㌘））＋（m－2）聴ゴ）  

とおくとき  

陀＝竹一 紙  

で与えられる・ただし祀，J）は元のデータから弟とろを除いて計算される軋の値で  
ある．  
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SchucanyandBankson（1989，Austral・J・Statist．）はncr真の不偏推定量叱を提案し  

ている，   

ブートストラップ分散推定量（理論値）は，経験分布関数凡（ご）を使って  

㌢函）」永1，捕（封1）d叫2鮎（諾た）                                     た＝1  こ≒＝ナニ  
れ（m－1）  

である・ShirahataandSakamoto（1992）はシミュレーションでブートストラップ分散推  

定量の良さを議論している．   

これらの推定量はすべて4ど至に概収束することも示されている．  

2．漸近表現と平均二乗誤差   

2章で述べた分散推定量についてガ一分解を用いて漸近表現を求め，漸近二乗誤差を求  

めた．次の記号を定義する．   

軋＝諾購）＋錆肌町緩鮪描）・  
このとき次の定理が成り立つ．  

【定理1トもしある亡＞0に対して且lん（ズ1，ズ2）l4再＜∞ならば  

り＝軋＋嘉皇鱗）＋戒＋慧十恥， i＝1  

鴨＝軋・嘉墓（鱗卜鵬））＋戒＋慧鴫れ， l＝1  
Ⅵプ＝1ん＋韻嘲＋舶恥，  

牲＝陀＋韻町帥榊如，  
晦＝祐十諸冊）＋mか箸喘  

が成り立っ．   

この漸近表現を使うと，漸近平均二乗誤差を次のように求めることができる．  

艶舶1）】＋嘉（射64抑（榊（ズ1）巨32且離1湖），  
慧瑠㈲ト嘉鵬＋64抑（棚（ズ1トム（木川  

＋32月ば（礼為）】），  

艶舶1）】十嘉（32恥（榊（ズ1）け32瑠軋刷  

慧即矩1）巨嘉鳩十96抑（榊（翔一160吼綽1）】  

＋8月［ム（弟）古（ズ1）】＋32月■［鰯（乱ズ2）け  

mβe（アナ）   

mβe（鴨）  

mβe（l七）   

mざe（l包）  

これらを利用して，乃‾2の項までの平均二乗誤差を議論することができるようになった．  
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Selec七ingmodelswithdiffbren七spec七raldensi七ymatrix  
S七ructuresbycrossvalidatedloglikelioodcriterion  

東北大学大学院経済学研究科 松田安昌  

東京大学大学院経済学研究科 矢島美寛  

LondonSchoolofEconomicsHowellTong   

l．序   

多変量定常時系列におけるノンパラメトリックあるいはセミパラメト  

リックなモデルはスペクトル密度行列の制約として表現できる場合が多  

い．本論文ではモデル選択規準のひとつとしてよく知られているクロス  

バリデーション法を，複数の制約からひとつの制約を選ぶ方法として利用  

した場合の理論的性質について考察する．   

2．モデルの定式化  

（ズ抽，α＝1，…，γ）をγ一次元定常過程，J（Å，一打≦Å≦打）をそのス  

ペクトル密度行列とする．G（β，y）＝（Gαb（♂っy））をγ×γ行列，鋸まパラメー  

タベクトルとする．アをスペクトル密度行列の全体すなわち各周波数Åで  

非負定借エルミート行列となる行列値関数の全体とする．そのなかでG  

によって導入される制約をみたすスペクトル密度関数の全体を   

（1）  J㌔＝（g（Å）∈グロβ，タ（入）＝G（β，β（入）））   

とおく．   

3．CVLL規準  

（方丈＝（ズt，α，α＝1，・‥，γ）′，r＝1，2，‥・，可を観測値としてそのフー  

リエ変換，ピリオドグラムを  

れ   

叩）＝去書方texp（瑚吋）＝Ⅳ（岬（Å）′  

とおく・以下ではスとしてフいリエ周波数入ブ＝（2可）／m，ゴ＝－［（和一  

1）／2］，…，－1，0，1，…，［m／2］を考える・   

定義1（CVは規準）   

【m／2】  

CVLL（G）＝∑logdet（∂rj（Åj）＋tr（I（スj）b；1（Åj）））  

ブ＝1  
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ここで  

｛′ヽ ∂－メ（Åj）＝ G（β，′－ゴ（入J））  
m／2  

たゴ（入ゴ）＝（∑ uた）‾1  
た＝－m／2  

m／2   

∑ wたJ（入頼）  
た＝－m／2，た≠0  

とする．また∂はβの推定量である．   
4．CVももの漸近的性質   

J（人）を真のスペクトル密度行列として，J㌔を2つのカテゴリー，Caト  

egoryI：（Gげ（Å）¢Jb）CategoryII：（Gげ（入）∈J㌔）に分類する・   

仮定   

Al．（∬漉）は正規定常過程   

A2．′（人），一灯≦Å＜打は正定値行列   

A3．J（入），一灯＜Å＜灯は2回連続微分可能   

A4．m＝0（mβ），1／2＜β＜3／4また朋（∬）はト1／2，1／2］上で正値をと  

る連続関数で乱戊＝祝（烏／m），た＝－m／2，…，－1，0，1，…，m／2とする・   

A5．GがCategoryIIに属し，f（＾）＝G（0。，f（人））が成立するとき∂－  
β0＝q（乃‾1／2）をみたす・   

このとき以下の定理が成立する．   

定理   

Al－A5の仮定の下で，n→∞のときCVLLがCategoryIに属する  

モデルを選ぶ確率は0へ収束する・CategoryIIのモデルの中でAMISE（G）  

を最小にするモデルを選ぶ確率が1に収束する．ここで   

AMISE（G）＝P一旗慧∑j＝1［n／2］tr（9－j（＾j＝（＾j）i‾1（＾j））・  

とする．   

5．例  

（1）のような定式化が可能なモデルの例として，成分時系列の独立性，  

セパラブル・モデル，時間可逆性，グラフィカルモデリングなどがある．  

またこれらのモデルではAMISE（G）を最小にするモデルが，CategoryII  

に属するモデルの中で最も冗長度の小さいコンパクトなモデルである．す  

なわちCVLLによるモデル選択は一致性をもつ．ただしCVLLの一致性  

が任意のモデル選択問題について成立するか否かはまだ未解決であり，そ  

れを明らかにすることが今後の課題である．  
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年金保険と派生証券の理論  

2005年12月  

園友直人  

東京大学経済学研究科  

室井芳史  

日本銀行金融研究所   

1．英国EquitableLifb社の例  

日本の保険業界においても、近年になりようやく死亡率リスクに直接的には関連  
しない資産価値リスクや金利リスクなどの金融リスクに連動する年金保険契約な  

どが研究・開発・販売されるようになっている。近代的な生命保険の発祥の地と  

して知られている英国では1970年代～1980年代に生命保険契約者が「将来にお  

いて契約したファンドを年金に変換できる権利を保障する」という年金保険契約  

の保証を伴う生命保険がかなり販売されていた。この種の生命保険契約は年金保  
険に関する一種の派生証券と見なすことができる。   

とこうが1990年代になり英国の金利水準が下降する中で、この種の年金保険  
の権利行使が保険契約者にとってきわめて有利となり、結果として英国を代表す  
る世界最古の保険会社EquitableLifeは1990年代に経営危機に陥った（例えば  
BoyleandHardy（2003）を参照）。  

2．年金保険の派生証券  

ここで言及した英国で販売されていた年金保険の派生証券契約とは、例えば派生  

証券契約の部分のみを取り出せば、将来時刻丁以降に年金支払い（ペイオフ）が  

（1）  

叩）m弧［（響～ 
1），0］  

で与えられる派生証券である。ここでぶ（丁）は将来時刻Tにおける保険ファンド  

の価値、α65（r）は65歳（年金開始時点）における市場年金価値、gは実定数であ  
る。ここで例えばファンドとして株式に投資する場合には、将来の年金の市場価  

値は、将来の抹価と金利水準、さらに生存確率にも依存する一種のプット・オプ  

ション契約と見なせよう。  

3．漸近展開法の応用  
ここで様々に考え得る年金保険の派生証券契約についての一般的評価理論を考察  

する。特に漸近展開法（theasymptoticexpansionme七hod）と呼ばれている方法に  
注目するが、これは確率解析学・数理統計学でよく知られている漸近展開を連続  

確率過程モデルに拡張し、Yoshida（1992）、Kunitomo＝Takahashi（2001，2003a，  

2003b）、Kunitomo＝Kim（2001）などがファイナンス分野へ応用した方法である。  

本報告では年金保険の派生証券の分野についても漸近展開法が有効に適用できる  

か否かを含め、派生証券を巡る様々な問題を議論する。連続確率過程の漸近展開  

法はYoshida（1992）が示しているように数学的にはMalliavin解析の応用である。  
特に漸近展開を正確に正当化するにはKunitomo＝Tbkahashi（2003）で議論した  
ような数学的な展開が必要であることを指摘する。  
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確率微分方程式の統計推測  

内田雅之  九州大学大学院数理学研究院  

1 SDEモデル  

次の確率微分方程式（SDE）によって定義される1次元拡散過程ズを考える．  

d∬電 ＝ わ（∬ゎα匝＋打（ズゎβ）血相，士∈【0，r】，ズ0＝諾0，  （1）  

ここで，b：RxOα→R（ドリフト），g：RxOβ→R（拡散係数），Wは1次元標準Wiener  

過程，0αと0βは，それぞれRpとR9のコンパクト部分集合・β‥＝（α，β）∈0‥＝0α×0β・  

C苧｝3（Rx㊤）を以下の2つの条件を満たす関数Jの空間とする：（i）Jれβ）はRxO上で定義され  

たR－値関数で，∬についてた回連続微分可能で，すべてのp＝0，1，…，たに対して，昭J（ェ，β）はβに  

ついて3回連続微分可能．（ii）すべてのp＝0，1，…，た，lレl＝0，1，2，3，さらに，すべてのごに対して  

supo∈el6レaUr≦C（1＋回）CとなるC＞0が存在する．ここで，U＝（ul，‥・，Zl）はmulti－index  

であり，ヱ＝dim（0ゝlレl＝叫＋…＋レJ，古レ＝∂rl…∂r乙，ち＝∂／∂βゴ，ゴニ1，…，gとする．レ  

と∂はパラメータ空間6＝こ依存していることに注意・つまり，0αに対しては，〃＝（〝1，…，顆），  

ち＝∂／∂ぶであり，町こ対しては，レ＝（叫，‥ 

． 

ヱ塘＝0（otbers）とする．さらに，b＋曾）×b十q）の（Fisher情報）行列を  

∫障（（柵き，柚 （納芸，輌），  
頓㈲ 

ただし，榊0）＝ふ 叫盈㍗叫他（姉御。）＝喜ふ 他（叫  

Assumptionl（i）［0，T］上で方程式（1）の強い解が一意に存在する．ni）すべてのxとβに対し  

て，ある定数c＞0が存在して，C≦J2（∬，β）≦1／c．「叫すべての鋸こ対して，拡散過程ズはエル  

ゴード的である・その不変測度を榊とする・すべてのp≧0に対して，ふ巨岬囲（血）＜∞・「叫す  

べてのp≧0に対して，Sup士別瑚】＜∞・何む（∬，α）∈C芋，3（Rx鮎），巾，β）∈Cデー3（Rx乳汁  
「叫J岬0）は正則である・座りすべての∬に対してJむ（ご，α）＝わ（ご，α0）⇒α＝α0．すべてのェに  

対して，打（霊，β）＝＝打（∬，β0）⇒β＝β0．   

本講演では離散観測データⅩれ＝（益軒弟1，ズ壬2，…，ガ㍍），ここで毎＝初心乃‰＝r，に基づ  

いた統計推測について，（i）パラメータ推定，（h）モデル選択に話題を限定して，解説を行った．本報  

告ではa町mptOticsを九れ→0，r＝m‰→∞andm九ま→Oas氾→∞とする．  

2 パラメータ推定   

Ⅹ乃の近似尤度関数（局所正規近似）として，次のコントラスト関数gmを考える．  

Tl  

動（Ⅹ几，β）＝ ∑タ（方丈た＿1，端た，恥  
た＝1  

g（ご，y，β）＝一log（2打九れトlog軸βト  
（y－∬－ん乃ゐ（∬，α））2  
2九mJ2（∬，β）   

一875－  



最大コントラスト推定量をβ几＝訂gSupβ鋸（Ⅹm，β）で定義する．この時，最大コントラスト推定  

量∂nにして以下が成り立っ（Yoshida（1992），Kessler（1997），Yoshida（2005））．  

Tbeoreml．4朗㍊mp如m上の下′m鳩→0の時，  

β言1（∂m一瑚→dⅣ（0，J‾1（瑚）．  

Remarkl一般に動は次の意味で対数尤度関数ヱmの近似になっていない仰c九宜血「加揖ノノ．  

3 モデル選択   

真のモデルを  

d∬t ＝ β（ズ土）鵡＋β（∬t）血仇，壬∈【0，rl， ズ0＝ご0  

として，〟個の統計モデル：宜＝1，2，…，〟に対して，  

dズ電 ＝ 玩（ズt，α壱）dま＋Ji（ズゎ仇）d明，壬∈【0，r］， ズ0＝祁  

を考える・ただし，統計モデルは真のモデルを含むと仮定する（speci鮎dparametricmodel）．すな  

わち，乞＝1，…，〟に対して，真値β印＝（α抑札0）が存在して，  

む直，α印）＝β（∬），α電（∬，β印）＝ぶ（∬）・  

データⅩ乃に対して，そのコピーをZmとし，統計モデル豆における対数尤度関数と局所正規近似に  

基づくコントラスト関数をそれぞれ，J五，タまとする．鈍から得られる最大コントラスト推定量をβ壱  

とし，α叩∈㊤叫⊂Rpi，孔0∈0仇⊂Rqi，Oj＝㊤叫×㊤βtとする・   

DAIC（i7j）：＝－2［9i（Ⅹn76i（ヤ）ト9JXn，妹））：dim（Oi）＋dim（Oj）］，  

DKL鋸）：＝－2［戯れ【g五（Zm，β薄れ））卜戟溝（Zれ，β謹¶））り・  

と定義する・各モデルかについてAssumptionlが成り立ち，さらに正則条件の下で，n境→0の時，  

Exn［DAIC（i，j）－DKL（i，j）】＝0（1）・  

DAIC（i，j）は赤池（Akaike（1993，1994））によって提案されたAlCの差に対応する．  
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