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Tll（l扇111（Ji▲t．11tl）Ⅰ・（1H（、11t揖鯨1t、ist（）Ⅰ）Ⅰ・（JVideageneraユ  

friL111（、W（）rkt（）tr…Ittll（1押）111（｝tl・yofnLD，Wh錯（ltlle｛！Olll－  
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（1川汀（1ill礼t・（l叩血111【呵（）rふばO1111（1β，Ⅵモ11礼Veち＝  

叩11脱（（意心監1・   

＊nagaoka（詮is・ueC・aC・Jp  
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irllageOf△〟が  

ぢC＝△′）（£）＝△′J（£0，′J），   （5）  

1；脱＝△′J（£rl）＝△′J（恥′J），  （（i）  

Wll（さre∠：0，〃：＝（A∈£lt巾A】＝0）仙（ユ£IlO，′，‥＝£0，′Jn  

エ11．   
Fbllowillg【2］，1（さtuSdefille  
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（〈4月〉J十〈4β〉J）  弧d 〈4月〉〃  

丘）r A，β ∈ £．Wllellア、＝ d，Or e（111ivalelltly wllell  

Pis 払itllful、these are（†Omplexillllerl）rO（111CtS く）11  

L：．Otherwise，tlley are p肝illller prO（1uぐtS WithllOn－  
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（A∈£1（A，A〉p＝0）・Nαk tllat〈■，・〉〃iゴⅠ・舘止011エh・  
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△p（A）＝Oiff〈A，A〉′J二0，  
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ぢC巴£0，〃笹0，p，ギ収巴£hO，β／杭0，′ハ （7）  
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COnlPlexpr（トinllerprOdu（－tSarCd血（1dollT貰Cby〈・，・〉芽，  

wllicllWedellOteby∂j＝．Not（1that∂十（El，∈2）＝卓1E2，El）  
holds払ごモ1，そ2∈ぢC・  

4 The SLD and RLD metrics  

TheiIuler‡）rOd11ぐ七夕eStabliぬes an政一1illeari輸111（）ト  

pllisnlbetweeIlぢ弧（11，皿dilldtlCeSa山ilu溜1）r（）d11ぐt 
：3Thisis a direct consequence of the Schwa㍑inequality  
f（AA＊）≦F（・4）F（A）＊whichholdsfbranyunitalCPmapF．  
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AncillarAssistedEnhancementofChannelEstimationfbr Low－Noise  

Parameters  
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Abstract   

In order to mal（e a uni£ed treatment hr estimation  

problemsofavcryslnal1noiscoraverywcaksignalill  

aquantumprOCeSS，WeintroducetheIlOtionofalow－  

110isequantumchanllelwithoncIlOiscpal・aInetel・・It  

is knowninseveralcxamplesthat pr10rC王1tangleInCIlt  
togetherwithnonlocaloutputmeasul、CmCrltimprovcs  

theperfbrmanccofthechaImelestimation・Inthispa－  
per，WeStudythis“aIICilla－aSSistedeIlhancement”払1・  

CStimationofthenoiseparameterinageIlerallow－nOise  

Channel．Fbr channelsoIltWOlevelsystelnS We prOVe  

thattheenl1anCementfactor，thcratiooftheFisherin－  

brmation ofthe ancilla－aSSisted estilnation to that of  

theoriginaloIle，isalwaysupperboundedby3／2・   

key words：quanttuneStimation  

establishedsolutiollfbrthisproblelnisgivenasfo1lows．  

WccauanObservableAa（locauy）ulbiascdcstiInatOr  
atO＝00ifthccxpectatioIIValue Eo［AJofAi11thc  
State伽Satisfies  

且β。［A】＝ βD，  （1）  

鋸瑚珊転恥 二1．  （2）   

Ingerlel・althcl・eal・elnanyunbiascdestiInatOrS．hlOl・dcr  

toscIcctagoodone，WeCOnSidertheval・iallCe瑚A］  

Ofan arbitraryuIlbiasedestiInatOrAinthcstatepo，  

Then，thcquantumCram61・－Raoillequality  

輪［A】≧         ’UL‾‾J‾ （3）  

J（榊）  

holdsbl、anyunbiasedestimatoI・AatO，Whcre  

J（伽）＝叫伽エ3】   （4）  

isthe（quaI止um）Fisherin払rmation defined through  
thesyIrunCtI－iclogarithmicdcrivativc（SLD）Lotllatis  

Chal・aCterizedbytherelatioI鳩  

恥＝（玩伽十銅山）， （5）  

エ去 ＝ エβ．  
（6）  

The SLDis dctelてnined uniquely oIltheraIlgeOfpo，  

i・e・，Lopβ＝Lbpoholds払1・anytWOSLDsLoandLb・  

The Cram6r－R且0inequality（3）fbllows鈷・OmaSimple  

applicationofthe Schwarzinequality fortheHilbert－  

SchmidtiImCrPrOduct．FYoIntheequalitycoIlditionfbr  

thatthelowerboundJ；1inEq．（3）isalw町SaChieved  

byanyobsel、vablcAsatis＆ing  

4伽＝（肯1ェβ＋β）蝕  （7）  

SeeRef可1，2］andfbrastraightた）1・wal、ddcrivationsee  

AppendixofRef・［4］・   

Ftom the quantuln eStimation theory fbr statepa－  

ralneterS mCntioIled above，We Can COnStr11CtaneS－  

tilnation theoryfor ullknown pal・ameterS Ofphysical  
processes，SuCh as coupling constalltS Ofthcinterac－  

tion．Suppose that wepl・Cpare a quaJltumSyStemin  

1Introduction   

One ofthe払rmidablc obstacles fbr tlle realization of  

quantumCOmputCrSisdecoherencecausedbythecou－  

Pling betwecn computationalqubits andtheenviroll－  

ment．Recent study ofquantumerl、Or COrreCtion has  

Shown that fa．ult－tOlerant quantuln COmputingisin  

prlnCiplepossible，butitrequ辻esthatthenoisecaused  

bythedecoherenceshouldbclowerthantheverystl・in－  
gent threshold，Obviously，SuCh a statement has a  

physicalmea工11ngOnlyifwehaveanefficient method  
fbrquantitativelyesthnatingvcrysmal1noiseinqu  

tuIndcvicesinrealexperilnentS．Howcver，ifthenoise  

is vcry smal1，SOisoursuccessprobability ofobserv－  

ing the disturbance causedby that noise．This di弘一  

Cultymakesevidentthcdema11dforthestudyofopti－  

Inalquantumestimationofverysmal1noseingeneral  

quantumChannelsbasedonwell－eStablishedquantuIn  

estimationtheory［1，2，3］．   

AtypicalproblcmofquantumeStimationistoask  

Whatis the best observable，pOSSiblyin anextended  

SyStem WithanCilla，tOmeaSurein order to estimate  

thetruevalueofOprovidcdtllatthesystelnisknown  

tobeinoneofthestateillagiven王hrdly（po）．Awell一  
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l）（）l111（1ft）l・t、llぐ（1111all廿日lぐ11th（：tOl・丁／（k鮎1e（＝井  

alli王1itialstat（）仇′L allし11（さ肌（†itillaユ1nVOltltiollpl作  

ccss（haractcl・izcdl）yalluIlknowIIPal・aエ11CtOrO・Tllelll  

thefillalstatep‘，・，Lt（0）ofthisproccssdcpcll（1solltllC  

pal・alnetel・0・ThcproblelnOffill（1iェ1gthcoptil－1al（！Sti－  

1natio11OfthcparallletCl・Oi”01v（、（ll・）yInaXilnizil哨tllC  

Fisllel－iIlfbl・111atio工1J〟0V（－l・alltllCpOSSit）1ぐil山ialst礼teS  

恥aユ1（lal1thcpossit）1ぐOt）SCrVat）lcAi11tll（、fiIlalstat（、  

【5，6ト Thぐal－）OVCI）llySicalpl・OCOSSCaIlbc rcpr（駅11t（、〔l  

t）VaInaPP111grothattrallS土brlnth（、illitialHtatぐ（，川tO  

tllぐ鮎1alsta．te〃…▲f舶  

〃肌エ£ニr山川j．  （8）  

Itisl10W臨irly w（、11－kllOW11t・hat cv（、ry g（！ユ1Cl－alトtat（－  

Cha11gC，Call（！daquallt11工IlOl）eratiol101、aquaIltulndlal卜  

11el，SuChas ro，PllySICal1yl・ealizal）1ewith王）1・Ot）at）iliLy  

oll（、SllOlユ1d t）e a tl・iもCe－t）1・eSeI・VlIlgⅢ1里）1ぐtぐ1y p（）Sit・ivぐ  

（TPCP）工nal）Pillg，all（1（、011VCtrSCly tllat｝ぐVCry TPCP  

ITlap CaIlt）ぐ11ealize（ia＝a11Ilital▼yI）Ⅰて）（：（、SS（）f－tllC Syトー  

tclnauglnCntedt）yallallCillapl・OPal・ぐ（ユillafixc（，1stat（，  

assllOWllt）yKl・a11S【7，8］secalsoR．正・【9，1（）＝bI・tllぐ酢Il－  

eralizatiollOftllCabovcstatclnOnttOgCIl（甘alizc〔11IICa－  

sureInCIltSa11dsccRcf．［111fbrthelatcstclaboratioIl・   

AspointcdoutiIIRof・［12】，OIl（、（：allミInplて）V（用1叩a－  
rametcrestilnatioIlifa（：OrrClatio11，Ol・ulI）aI・ticularaIl  

enta11glelnCIlt，is allowed t）OtWC（，11tllCillPut SyStelIIS  

aIld aIlaIICilla A．It sllOul（it）C Stl・CSSで（1tllatill（loillg  

SOO工1eIleCdsl10PllySi（：alpl・OCCSS tO O（・（・ur OIltllf、alト  

CillasystclnA wllilctllCSyStenlSpasscsthroughtll（、  

ChaIulClro．ⅠIlthiscasc，thc cxtc11ded chaI111ClisrcI）－  

resentcdasrlo㊤idA，Whel・CidAStalldsLbrthcidoIlt／ity  

CllaIulClforA．Thell，thciInprOVClnC11tCallbeachicvod  

by thciI山ialpreparatioIlOftllC COInpOSitcsystclni工1  
allClltallglcd statctogethcl・with thclnぐ胤Sllremぐ11t Of－  

thccoIIlpOSitcsystclIlaftel・tllCPrOCCSS．  

ⅠIltllispaper，WCal・Cdcvotedtothcall〔：illa－aSSistc〔1  

enhanccmellt Of FisllCrillfbrnlatioIldorive【iby tll（ナ  

quantuIn Cl・am6r－Rao bo1111d・Tllis eIlhallr・（7Inぐ11t Cト  

fbctIlOtOnlyprojcctsatllCOrCticalprofuIlditvof’qua11－  
tummcchaIlics，butalsosuggestslnallyPhysi〔・alappli－  

CatiorlSincludingthelow－IlOisecstimatiollillqua工1tuln  
COmPuti11g，WhcretllCe山1aエ1CedllOiscestinlatioIlis（モⅩ－  

pccted to contribute to devoting thcl10isc r（一ductioll  

tcchnology．HenceitisvcI・ySigIlihcanttOCStilnatCtll（－  

iIltCnSityofthelownoise．IlltlleCStilIlatioll，tlleal）OV（t  

allCilla－aSSistedellhanCnIleIltmayCffectiv（？lyrcduccthcL  

trial11uInbel・OfthcexperiInCllt．   

Fbl・thesereasollS，WeStu〔lyt，hccstimatio11theol・yOf  

theparametcrcharacterizlngaSlnal1110isciユIagCIleral  
quaIltuInCllan11ClollaSySteln With玩IitediInenSiollal  
State SpaCC．Wc canfbrmulatc naturalmatheユnatical  

rcqulrelnCIltSfbrthcbehaviorofthelow－IlOisepal・allle－  

ter．Itisaninterestingproblemto丘gurcouthowlエIuCh  

ancilla－aSSisted enllanCCmellt Can be achievablcinthe  

estimatioIlOfthelow－110ise pal・ameter．Illthis paper  

WCShal1discusstllisproblemandobtainseveralupper  

bounds fbr this anci11a－aSSistcd enl1anCCInCIlt factol・in  

thelow－nOiscparamctcrestirnation．  

エト11aXトん2＋Aし，バ2．．、】  
（9）  

£Il皿車高訂   

上bl・allyHl山（、1rlV（－1aIl（－illaノま．Hぐ1・（、、恥2istllCi11Ⅰ）ll†′iIl  

仙照血Il∫，ん2istllぐFisllぐ1・hl土b‖工はti｛）11ぐ）上■rルソ2ト  

恥2＋AiH tllぐ（－・lla…1（モ1illp－ユtiIltll（－川上IlpO血（、SySteHl  

ぶ2＋A，ん㍗ト4istll（！Fisllぐ1・ill土t）1・＝1atinll｛）f●tllr101叫Jtlt  

如a柄（rビ射rgA）レノム㌣ト4j，all（llIlaX卜しstとt…iH払r tllr1  

111aXilll111ユ1nV（、l・往11t11C St如（、〃．’rllぐLllliv肌；11里）pぐⅠ●  

bou11（loftllCHlllall（：ClIl（、IlrfiLrtOrT／fbl・a11th（、tWOIcvL）1  

吋持t（1111His脚・（、11t）1・・  

3  

りゝ・  （1（り  

7「11iHtl王｝1）（、l・t）0し111｛1is山1aill礼l）1ぐ1・｝y、rill・iollSr：ilallll（心r「い  

alldtllUCOl・1・ぐ叩011（1hlgOI）til11aユilll）lltトtatnisalll孔Xil工1と11  

ぐ1止allか（1stiもtぐ，a＝11101tls flJl・i叫rloⅥ・－11（）i＄（、r‥11a・11Il（心  

…1tWOlev（、1叩油、ⅠIIS．  

2 Low＿Noise Channels   

hltllissccti（叫Wぐiェ1trOdur・（、th（、ilOtiollOfalow－11｛）isp  

（：11a1111elrfwitll1111kIlOW11paramCt（1r〔，Whi（・11takcso111y  

甘＝1allvaltlぐS∈…0，t）Vl・eql11l・111g apllySICallyllattlユ●al  

a鍋Il叫）tiollOf●tll＝：11allll（tlr．1bl・tll（？pal・a王Il（加1・Ⅴ最ucs  

Il（1al・仁ニ0．   

AsIllClltioll（モdiIlthcillt．1▼0（luctioll，WCwi11fbcus oll  

tlle allCilla cxt（うIISioIlOftllClow－110is（、Chaェ111Cldc鮎Ied  

t）y r亡㊤豆dA．TIl（、an（：illa一紙Sistc〔l（mllaIIC（11‡1C上1t払ctぐ〉1・  

†JISalso（1ぐ員11C（1astll（、l・atioo土◆tllぐFisllCl・iIlfblTJlatノiol1  

0ftllCallCilla－aSSiバt∫（一（1cstimatioIltOtllatOftlleOrlglnal  

011ぐall（lis孔王1alyze（1iIl（1ctail．   

Tlle COllCCPt Of tllCllOis（一illa quallhun pl、OCCSS tO  

ilnplelnCIltatargetullitarypl，Or：CSS（‥aIlbeulldcrsto（）d  

ullder thc土bllowillg COllSidcratioll．Supposc that wc・  

w（血（11血toil‡1pl（†111蝕tat111ital・ydlallllelA（（り王t汀a  

systcmS，SOthatthcoutputstatccoITCSpOlldillgtOa11  

111put・StateF）ⅢOfSis〔1csig11Cdtobぐ  

〃…£＝A（ーノr）【恥］＝U捗れ   （11）  

ⅠIlrCallittl．howevぐ1・，tllC SySt（11王ISis couI）lo（lwcaklv  

withtllCC11VirolllIICntEwhichr・allSCStlled（？COllOreIICC，  

a11d thoIlOiseis brought fl、Om thc r！IIVil、0IunCIlt．As－  

SumethatthcIlOisciscoIltrOlledbvoIICtulk11OWIIPOS－  

itivcpal・alnf，t（汀U・ThcIlthcaぐtualolltPutStatCP：  

dcviatesh、0InthcilltClldcdoutl）11tStateP皿丈ductothc  

noiseItisnaturaltol℃prCSClltthc，nOISy prOCCSS by  

TPCPlnapAレSllClltllat  

〃：畑土＝Aレ［恥ト  （12）  

whcretherclatioIIAo＝A（U）1101ds as thぐエ10iselcss  
Ca5e．ⅠIl（ltlal山uIltlleOry，tlleCllallllelAレCa工1t）eeq111V－  

alc11tly dcscribe（lt）y aSCqueIICCOftwo dlaIulCIs（thc・  
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什血－［二∈ト岬鶴 ＝帖－  Kl・allSI・Ppl－eSぐ11tatioll   

rルノ1ニ∑β√エ（亡）〃βよ（F）＋f∑cハ（如C∴（り（15）  

り tl  

WitlltWO Classcs ofKェ一札lユS OCl’atOエーSi乱（亡））aェ1（1  

（JiC，セ（f））satis上yiIlgtlle土bllowlエ1g（‥011（1itiollH＝  

（i）乱（仁）isaIlalytic at仁二0，hO tll山二W℃tはVet′11（！  

powcrsericsexpaIISioll   

＼＿、  

β“（仁）＝KJh－∑咄辛   （16）  

Jトニ1  

illallCighborl100dofF＝0，WhereK化alldNiTl）arc  
COIIStaIltCOC班cicntsalldoporators，rCSpOCtivoly，illdo－  

‡）ぐIl（1cIltOf一仁．TlleIlOisぐCIlallIlぐ1coIl（1it′io11iIIE（l・（14）  

1●e（11111て！S  

∑I佗“t2＝1・  （17）  

（ii）C，、（E）isanalytic at仁＝0，SOthat wcllaVCtlle  

POWerSCl－iesexpaIISioll   

OくJ  

Cy（∈）＝肱＋∑叫畑一作，  （18）  

γと＝1  

inancighbol・11OOdofe＝O，WllCl・e仇alldM（～n）are  
CO11StantOpCl・atOrSilldcpeェ1dcIltOf仁．   

Needlcss to say，the Kl・auS OpCra，tOl・S Satisfies the  

tracc－prCSerViIlgCOIlditio11   

1ぷ＝∑現（亡）βα（り十仁∑α（亡）qt（亡），（19）  
〃 （l   

whel・CIsis theidentity operator．By definitioll，the  

Iで1atioIl  

－β乞山＝rレ［A（〃）［βJ］  什ゎー   

Figurel：AcontrolledunitaryprocetiSuSuallysll恥rs丘om  

noise．The noISy prOCeSSisdescribed as aTPCP map，a  

channelAレ，parametrized by onenoiseparameter L／（the  

secondline）．1nq11anい1mtheory，thedist－1rbedprocessis  

equivalentlydescI・ibedbyasequenceoftwochanneh・Th亡，  

Rrstchannelistheoriginallyintendedunitarychannel＾（U）  
Thesecond chanllelr，Jdescl・ibes the genui11eIlOiHe efk二t，  

Ⅵ屯cal1rレthenoisechannel（thesecoIldline）・  

SCCOndlineofFig・1）．ThcfirstolleistllCtargCtuIli－  

tarychaェulel＾（U）andthesecolldrepl・CSCIltSthegcIl－  

uine noise part．ThisIneaユ1S that the geIleI・all10isy  

proccssisequlValcnt totlleIlOiselessunitary proccss  
fbuowedby aninstantaIICOuSllOiscprocess・Thescc－  
ondchaImeliscal1edtheIlOisechallnelrL，anddcfined  

by  

rレ［か＝ん世†β叫＝A〃［（A（r′））‾1届ト （13）  

Whcn thc noise vanishcs，the challnCll、educes to tlle  

idcntitychanIlel：  

（14）  ro＝まdg．   

ItisstressedthatdespitethatthenoiscchaIulelruis  
COnCeptualconstituent，itcanbcsimulatedinarealex～  

PerimentbyuseofthcactualchallIlelAu・IllPl、aCtice，  

byadoptingaknowllStateP；n＝（A（U））1pin］，W揖ch  
isindependelltOfL／，aS thcinput state ofthe actual  

ChallIlelAz／，instcadoftheorglnalinputpin，WeeXpCr一  

山mental1yobtaiIltheoutputstatcofthcllOisechannel  
rリ（pin）・Theninlatcranalysis，WeWillconcentratcon  

estimationofthenoiseparametcrs土brr〃Wllichsatis一  

鮎srelatioIl（14）．   

Nextlet us defiェ1eInathcInatical1y thelow－110ise  

chanllClre．ThisisakindofthenoisechaIulelaIldits  
IlOiseparameterL／takessma11positivevalues，WI王chis  

denotedbye・Wecal1ethelow－110isepal・ameter▲PIws－  

ically，reisexpectedtohavcaIlanaLlyticedependence  

neare＝0．ArigorousmathclnaticalfbrmulatiollOf  

thisrequ11・emCntisglVellaSfbllows．   

Since thelowrnoise challnelrEis aTPCP map，it  

hasaKrausrepreseIltatiollSdetermincdbyafaInilyof  
Kraus operatol・S．We shal1de邑nelow－nOisecha1111els  

illtermSOfthcirKrausoperators．Afami1yofTPCP  

mapsrewithoneparametere＞Oiscalledalow－nOise  
Cん飾れegW鵡g仙川0由e pαmme如仁ifeacIlr‘11aぶa  

（20）  
1iIn rfニidぶ  
F→＋0   

isautolnaticallysatisficd．  

It should becmphasizcd that our dch11itiollOfthc  
low－nOisechan11ClisgeIlel・al王1・0Inthephysicalpointof  

vicw．ExcepttllatrFSatisficsEq・（20）andllaSallalytic  

depelldenccofeneal、theorigin，thechannClre caIlbe  

saidtobcageIleralquaユ1tuInOPCratio工1aCtingoIlthc  
lnputState．ThefirsトOrdel・relationinthcecxpa11SioI1  

0fEq・（19）isgive工1by  

∑鳩吼＝∑（軋咄1）†＋椋咄1））・（21）  
√1 11  

0nc ofour hndamel止alintcrcstsis to ask aques－  
tioll：Whichinputstateforthelow－nOisechaIuleldoes  
lnaXimizetheFisherinfbrmationofitsoutputstatepE？  

IthasbeellSllOWniIl【12］thatthcFisherin董bl－nationis  

attaiユ1edinapureinitialstatc，SOthatwecanalw野S  

assuInethattheinputofthechannelisapurcstatc・  
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Keywords：entanglcmcnt，fidclity，hypothesistestlrlg   

l Introduction  

Theconceptofentanglement has heen thought tobc  

the heart ofquantum mechanics．The seminalexpcri－  

mentbyAspectetal川hasprovedthc’spooky，non－local  

action ofquantum mechanics bv observing violationof  

Be11inequality［2］withcntangledphotonpairs・Recently，  

Cntanglementhas beenalso recognizedasanimportant  

rcsourcefbrintbrmationprocessing．Quantuminbrma，  

tiontechnologyhasopenedthewaytonovelinformation  

processlng deviccsand protocoIs，SuCh asunconditional  

SCCurityin cryptographic communica烏on and exponcn－  
tialspecd－uPlnSOme COmPutatioIla．1tasks．It has been  

revea・1edthatentanglemcnもPl町SaneSSentialrole，eXPlic－  

itlyorimplicitly，inthequantuminbrmationprocesslng，  

Entangledstatesareindispensableinquantumtelcpota－  

tion，乱keyprotocolinquantumrepeater．EveninBB84  

quantumcryptographicprotocol，ahiddenentanglement  

betweenthelegitimatepartiesguaranteethesecurity．In  

Particulars，maXimallyentangledstatesareimportantre－  

SOurCeS・Themaximal1yentangled statesprovides high  
6delity on quantum teleportation．It has been shown  

that universalquantum computation can be donewith  

the maximally entangled statesinitial1y prepared aIld  

nleaSurement On Sl工Igle qubits．Practicalrealization of  

Cntangledstatesisthere丘）reOneOfthenlOStimportant  
issuesinもhequantuminformationtechnology．  

Inthepractica＝mplementation，aprOblcrnariseshow  

toguaranteethemaxinlalentanglementofthegenerated  

（orstorcd）states．Inotherwords，Weneedtodetermine  

Whctherthestatesinhandaregoodenoughtodosome  

quantuminformationtasks．Imper良ctionsinthegeneト  

ationprocess，Whicharcunavoidableinpractice，reduce  

theentanglement・Morcover，decoherence and dissipa－  

tion due to thecouplingwith thecnvironment degrade  

tbecntangLcmentduringtheprocessing．Visibilityoftwo  

Photoninterhrencehasbcenwidelyusedtocharacterip：e  

t，heentangledstatessinceAspectつscxperiment【1J．Quan－  

tumtomography［3】hasrccentlyapplicdtoobtai11fuuin－  
brmationofthedensitymatrix．Howevcr，払rpractical  

applications，thccharacterimtionis notthego乱lofthc  

CXPerin1Cnt，butoIllythepartofprcparation．Thcrc払ro，  

itis董五vorablc tor（1ducc t．hctinlCand numbcrofthccon＿  

飢1medparticIcsaspossible．InnlOStapPlicatioIl，Wedon，t  

ncedtoknowthcfullin駐）rn1ationoIlthestatcs；WCOnly  
needtoknowwhethcrtheentanglclnCntiscnoughornot．  

ThetestshouldbesimpIcrthefullcharactcri某ation．Bar－  

bierietal［4］il止roduccdanentanglcmentwitncsstotest  

the clltanglement ofpolariHed cntangled photon pairs．  

Howcvcr，thcir c11taIlgleIllCnt WitIICSS method considcrs  

tlleStatisticalaucttl孔LionsiIISu疏cie工1tly．Thesta．tbtica．1  

hypothcsis testingl）rOVidcs appropriat（さframcworkfor  
error analysis．Reccntly，thcoptiI11almeasurcmcnt h  

bccnobtainedwithrigorousstatisticaltrcatmcnt【5j．Thc  

testcaIlbefurthcrimproved，ifweutilizcthcknowledge  

OnもhcteIldcncyoftheentanglementdf，gradation．Asw（う  

discusscdinthc払1lowlngSeCtion，theerrorfr（）mthcmax－  

inlallyeIltaIlgledstatesisIlO七isotropic．Ⅵわca．ni叫）rOVed  

thescnsitivitv払rentanglenlCntdegradationby払cuslng  
thenleaStlreI1eIltOI－theexpectederrnrdire（血IIS【6］．  

InthisarticIc，WeCOnSidertwo－photonpolarizationen－  

tangled states generated from spontanco11S Parametric  

downconversion（SPDC）process．Insection2，WCSpeCify  

thegenerationprocessandshowthercsultsofquantum  

tomography．In section3，Weintroduce thc statistical  

hypothesis test schenlC払r entanglcment．In scction4，  

WeShowtheexperinleIltalsettingaIldrestllts．   

2 Generation ofentangled photon palrS   

by spontaneous parametric down con－  
VerS10n  

SPDCisnowwidcly uscdtogencra．tccntangledph（＞  

ton palrS．Thismcthodprovidehighlyentanglcdstatcs  

Witha．siIllpleexperirIlenta．1setting．Inpartict11孔r，Kwait  

etal［7］h飢rCObtainedahigh月uxofthephotonpairs  
h・OmaStaCkoftwotype一Iphascmatchednonlinearcrys－  
tals・AsshowninFig・1，thenonlincarcrystals（BBO），  

Lheopticalaxisofwhicharesettoorthogonaltr）On  

Other，arepumpedbyapulsedUVlightpolarizedin45  

dcg．direction to the opticalaxis ofthc crystals．One  
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Fig111・el：Scll（†111aLi＝）rt土1（、（、Il†′几1唱1l、rll）11（）tノ（）Ill）最1、椚1（、ト  

aLioIll）y里）Ont・aIILl）uHl）aral11（？t・ri（・dowll（・（）11V（－1－sioll．Ca喜一  

（：礼〔1（、（）flJlll、Ⅰ…111ill（1往Ⅰ・（・Ⅰ・†価tlパ（NLC）酢11（灯油－一山、1）11（ト  

t（）IlI）ぎ山・L（五o111）VCl（）（・恒・（1iHl）（、1・ゴiⅢユ飢1（11）il、（1fl・ill針11（小・（－  

iIltllC NL（ブs乱Ⅰ－（－1）Ⅰ・（1－r・0Ⅰ叩（－IIS払h、d wi止（111礼1、t∠1）1れ…  

乱Ilda．BぐrC（：kco工叫）ⅢH山（肌TlⅢ－1）山抽≠＝細舶蔦＝Ⅲ一礼l甘い  

Iyw〔1withhalfw～い叩IaL（、S（HWr’），qll礼rtOrWaV＝血加  

（QWP），孔11〔11）01孔nX如i（一日l－（1几1－1Sl）1iい浩n（PBS）・ⅠIIL（甘一  

転reIICC飢ters（IF）ar（－1血r・nrll）（1hI、ぐLlユーl扇＝紳1｝抽t（m  

COunting工110d11les（SPCれり．  

nonliIlearCI・ysta・1g（111（－1・at′（－StW（－1）11（由）11Hl）－）hl－i′（－rli11tll（、  

土10工・izoIlもaldireぐtio工1（iガガ〉）n－（－IlltllCVCl・ti（乱1c（）I11l）（－11Cllt，  

Ofthc！punlplight，and thcotll（一r g（111（1ratCSOI冊POlar，  

i冥edintheverもicaldirection川ハ′〉）froulthcl’H）l・i川Iltal  

0叫）Ol－erltOft上一叩u叫）・Ir、VCllS＝けtllill（0・13111111  

1IlOtlreXperiIllCIlt）〔・1・）・St孔1s，tllC（1ircctlOnSOrtll（、p土1（）拍n  

waves紺C乱hllOSt theH孔Ille，汚（）tIl雨0日モ（肌Iln∫H）t di血1ト  

guishwhich crystalgcneratcsphotonfrom Lhtl（l血cもiⅢ1  

0fthephotons．Th（一rebre，thctwo－Ph（）tOnStatt7isgivon  

hy孔StlpCrpOさ加ion：  

坤、¢）＝岬叫†√㌻訴f〕抽ル′一っ． （1）  

Thcamplitud…alldphasc4）Ofthcsul）（－rPOSitionれrCdo－  

terminedbvthcpolari洗礼ti（）n血胤虹（〕ftllCPumplight．Th（？  

45deg．polarizcdp11‡nl）lightwillprovidca＝1／J雪and  
¢＝0．TlletW（トphotoIIStatelt土IeIlr（て毎rst（）止腔Ill乱Ⅹi－  

nlall）reIltaIlgledsta呵◎（＋）〉＝（1／ヽ乃）（匿叫十】t′t′り）   

AcrtlCialconditi（）Ilt（＝）lltaill孔11ighl）r（－ntaIlglぐrl兢拙旺  

iIlthe above schcm（〕is to k（彗）indistingtlishahility t）（一－  

twcen thetwoSPDCproce張CS．Thcgroup＼甘1o〔・iLydis－  

PerSion and bire丘ingcllCCin the crystalnl叩（1i鮫汀thc  

SpaCe－tinlePOSition ofttl（一gCnCratedl）hotonsandl11akc  

tlleモWprOCe弱eStOt－edisti工1gtlislle〔1【8ト］恥㌻ぐⅩ礼Ⅰ｝ト  

Ple，ln the case of266nm puI11Plight wavolength and  

532nnlSPDCliglltWa．Velellgtb，tllC土10ri∠0Iltally p（）1rLト  

izcdSPDClight travelsthrotlghthefirstcrystaloarli（1r  

than the horij：Ontally polarii（ed pumplight hv135玩  

due tothc group velocity disp（trSioIla11d bircfrillg（1nCr・．  

Thc vertically polarizcd SPDClight gcucra．L（1din Lhc  

SCCOnd crystaltak｛1S33fsnlOrC thaIlthe hori㌶t）11  

1）Olarix（？dlight Lo travelthroughthc crystal．Thcrト  

払re，theIl（－Ⅰ・i冥O11tally pol孔工◆血d SPDCl蝮hL arriw！S鵡  

もhe detecしOr168白帆I・1icr t上1aIltllC Vnrtic乱11）－pOl乱王・i工（Yl  

lig上1も．Tllis tiIlle del町1SC（〕ml）礼rablet（〕tlleill乱∝：tll・孔Cさ†  

Oftlle SPDC geIler鵡ipIlerltl乱1to tlle ptlnll）l）111sぐdll－  

ratio110f150fs・Thctwo SPDC proc（一見引1SCa11l）ぐdis－  

Fi糾1Ⅰ・く、2：D‖1正隼111血l・i（・（1→…t′il11雨（、（1l）1・岬1往11い11n（ノ（）Illng－  

Itill－111・（i章（り，礼Il（1f′l▲いi11†′｛、l－n、l－川（・（、n・i11餅→（rlト（r）nrtll｛1  

tノ、粁）l）111）t（）1t→t・如く、H，、、・i†一11（）lll一川1111｝l111血i＝ll（几），（rl），（）1宜i一  

王1ml（Ⅶ111）一肌→血il）1J（lり、（（、），江川l刷∬…呵椚附加11（り，  

（f、）・  

tJiIl糾1i止（－d．n）1・L1111itt（、1y，止iHlノilllillgillhrlll批iollCalll）t－  

いnLH（、（11、）1rぐnlユ11）（－11パ血i…1；tll（、11（）ri㌶り11【．山川111pOllCIltOftllC  

l）l1111l－l）111日（1Hll（）tll（1托1・1・ivl、乱L tll（、11…11ill（肌r（：1・y昌t孔1s eaト  

1i（11・t山肌11tll｛－VnrticrLl（：（－1111）（）ⅢⅧ心Tll（、…1叩（うIIS礼th11Call  

t－ぐ〔1く）11（－l－y押皿illg礼糊－t′Orl）iI－（壷illg（モIl〔：Cl）l礼も（－S（ぐ111ar呵  

揖1rl几Ⅴ几1、ia・1－1（Ⅷ胤V（1－t）1乱t（1t）（五1・ぐul（lr‥Ⅰ・）rHt乱1s．TtletWロト  

1－11（山）IIH†′乱tぐSⅥ▼Crl、礼11山vl（1（1l）Ⅴ（1tl托Ilt11nlSt油1tOnlOg一  

明勅＝冊1vi→il－ilit′17（）rしW（ト主－11（）hllillもnl－かr（、IICC．Tlle  

（111rt工1tllI11Ht凪い－t（〕111ぐ）gI・叫｝11）rl）Ⅰ・り、′i（1t、S4ff川r）β4〔1（－IISitylll孔－  

い・ix fl・（）111Lll（1（：OiIl〔・irl（11ユCぐ C（111【1tS nf tlle16 conlbin孔一  

tioI叫t打〉、；一っ，iβ〉、垂エ〉1l－∴i∃打〉，∃Ⅴ〉，≦か〉，】エ〉）2，Wll（1re  

p〉鋸1rl‡エ〉s一皿Id丘）rtheliIユeaI・押1乱ri㌶（1（1机乱tninthe45  

〔l用．，鋸1d止腔C汀c111とげl）（）1ari宗（、dst凪L（1iIILIIC礼‡ltトclockwi甜  

rlirrモぐti（恥Ⅰで叩ぐ（－tivcly．W上1e11日M－t）r（－－COlllpenSatio【lis  

（）上）tiIll孔1，tlユ（－〔kヱISlけnl鵡1、ixiscloゴCt‘）tll乱L（）ft上1Clll孔Ⅹi一  

日l托11）－ぐ11血1哨1（－（1sも乱は，礼m（1山王V玩ibiliLvis〔・l口汚eto11nlty，  

揖ShowIlin Fig．2（1一）and（I－）．It sllO11l（1l一（一110tCd  

tlla．t（‾）工11vよ‖右打ガ，t′′tノ′l・rV，t′も′ガガ，打方t′t一′（－1（、r11eIltS  

礼Ⅰ・C〔1（）11血anい－＼∫CIlintllP〔lcrlSltyIllaLriccs払riIl乱derluate  

0111Pく1Ⅰ一郭止ioIl閻，鋸SnlliIIFig・2（孔）礼エーd（〔－），Wllicl1  

1Il叩1ies tllat trle dぐIISlもy nlaLrix caIlll）C叫）pr（血Ill礼tel）r  

giw【1b｝・血cl乱流alⅩttlr…ftlle世㈱〉仲廿＝弧d  
≧◎ト）〉〈◎ト）ト’Wb nⅧ1nll）Ⅰ・飢・C t加恒rl）ntllぐSis Lestillg  

【）揖伴1（）11Lllis pr叩－？Ⅰ・t†r（〕rt土1el－r（？Sぐ11tl）11（－血1上）airs，餌  

giヽrぐIliIlいIChllowlllgSCCtir）IIS．   

3 Hypothesis test scheme払r entangle－  
ment  

This誉e（：tit）工1iutr（）duc（1S th（〕llyPOthctsis tcst魚）rentan－  

gkI11Cnt．Vu，（＝011Sidcr止昭tWO－Phot（1n StatCSgeIICratCd  

hySPDCdcs（・Ⅰ・it）（－dinLh（一PrClrioussccLion．ThcSPDC  

gcneI・ateS aStategive11hv adcusity matrixq．’Wb as一  

別1I11e用CtltWかp土1雨0Il絆、肝r礼tioIlpI・OCeSStOl）Cidelltic乱1  

buti11divid11al．Thotarg（1い心血isthculaXimauventan－  

glod憧（十）〉血te．Hcrcw（、Ine姐1rOthぐeIユtanglemcnthy  
tllP6dclityl）CtWt照n tllCgmlPr乱tPd st孔Lp孔Ild tlle ta・rgぐも  

St乱t（1：  

β＝く◎（十）叶ゆ什）〉  
（2）  
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（）r／′用，流1〔：‥上l（…）illぐi（－1＝1Cぐ〔・川111til哨1…1上i王1（1叩＝1tl（l11－・  

工）1－0‖1SS．Ttl（、＼「礼ria工lぐ（－Ⅰ・（一転Ⅰ、Hもく）  

t′′（∂）ニ‡∑l／′（′⊥1・メ′）  

（Jご〟）∈／i  

姦∑汀雲〟、  （10）  

い・〟）∈／i  

Ⅵrller‥丁雲き′istllC1111l一心cl－1、7几血11C…ftllC＝）il血hll＝、  

c川1IltSd（端Ilぐ！dl）Ⅴ  

琉＝  
（11）   

Tll（11illlit川・－ゝ〟nrE（1・（11）iHか11l－y㌔Ⅷ二＝用句′△f，  

wll（1re▲△tis unit，OfIⅢ！a別11・Onl（111t，tllllぐ、．P（1l・hl・Illan〔：（1りf  

tllCtCStC乱11bt）（：11al－a（加ri㍍Crll〕Ⅴ止（う1cvel；tllC封1mll（、1・∩一  

i叫）1k霊tllぐt－（）ttぐ汀teSt・  

ⅠIltll11払11けWing，Ⅵre（：011Si（1（1Ⅰ－a血tla．tiく）Il（）軋cllく111CO111ト  

tel・CdiIla，aCttla．1testiIlg，Ⅵ血（汀C tllC tOt礼1I11e餌11rC111CIlt  

tillleis触edt（〕壬…＝∑圭・〟・Tll｛1l）rObleIllistかnI）tiIlli某C  

tlleIll（？鮎tlreIllCIlttillletOObta血L土1（？SIll山1c融・W山1（10fn，  

WhicllisequivalcnttonliIlimi悠ethevalnccV（0）・If  
two－pllOtO工ISta加devia加Sh・…11t土l（－Ill乱Ⅹ1111a．11ycIlta．Ilgled  

Stateisotroplr：ally，theuni魚）rmdivisionoftimeshouldbe  

OI）tiIlla・1，官．e．，行〃＝fJ什＝≠一YJ）＝行ハニ壬ノ～f～＝モノ一丁．＝  

tt（，t／6・However，iftheeI・rOris110longcrisotopic，thf，  

WeightcdmcasurcmcnttiIn（7hvN（一ymanallocation  

Weintroduccthehypothcsis Ho tllattht7tl11tn－11gltlnl（1ntJ  

isnoteIlOughand HlthatthceIltanglcmentiscIlOugh，  

tllaいS，  

仇：∂≦∂0ヽrerSuSガ1：β＞軋  （3）  

withaconstantOo．InthehypotlleSistestillg，tWOtyl－t7S  

oftheerrorsmayo（：Cur．TypeIcrl・OrisrqcctionofHo，  

tllOtlg上1ガuistl・し1e，a工1dt）rpeIIcrl、Oris礼〔‥C（1ptaIl〔二（－Orガ0，  

thoughHlistruC．ThctypcIerrorismoresl？riousin  

apl）1ications，bccauseinsu航cieI－tentanglenlC11tiIICreaSOS  

t？rrOr ratC，Whercas the typeIIcrror only rcduccs the  

c任kiellCy．Ti1Cre払re，We壬irst det（モrlnine（1，the tlPP（1Ⅰ■  

1iHlitorttle typeIerrorprot一礼t）ility，tt－eIlnptiI－1血tllく〕  

testtoreducethetypeIIerrorprobability・Th（一teStis  
Callcdlcvel－∩，ifthetyl）CIcrrol、iskcpLatmostn，・   

ThefidelitylSI？Stimatcd fronlthccoinci（ねIl（・CCOtlnt・S  

IlleaSuredwithahasissetof  

β＝（lV〝〉、i〝Ⅴ〉、l芳か〉、iか∬〉、l書取Fエエ〉ト（4）  

Ⅵ7hcreげ〉aIld圭月〉s血dbl－tlleliIlt一礼モーⅠ）（）l礼Ⅰ、ixcd血tぐ  

inthe135deg．，and tllCCir（‥ularpolaI－u“一d statcin tll（、  

anti－Clockwisc dircctioIl，rCSPCCtively．Thc targct state  

煙（＋）〉）rieldsnOCOin（永kIICeCく）し1IltSilltllis t一礼Sis，tlltlS  
thecoincidencecountswilldet，CCt，t．hcerrorfl・Omthctar－  

getstatewithllighscIISitivity・The coincidencc couIltS  
Tl。：yWiththebasisrl：y〉formeas11remCnttiI－1et。‥ywiut一（一  

arandonlVariahlcaccordingtothePoisson〔1istribution  
沖塙）ofIllCaI一入損〟壬ユ－〟‥  

（人出〟壬∫〟）叫′  

（5）  p（往柑）＝eXp卜Å侮〟fJ：お）  、・・声丁もー  
I 門′ユ‥〟・   

fr伸  （12）  fJ▼〟＝   

F：＼′′れ′  
（J・〟）∈〃  Where入isanormalizationcoIIStantrela・tedtothcphoton  

hlXa11ddetcctioncfnciency，andILJTylSadeIISitymatI・ix  

elementdcfincdhypTy 

． 

COuntSyieldthecstimatioIlOfthetidelitv  

∂＝1一言∑βJ－〟，  （6）  

（㌘〟）∈〃  

throughthcestimatedvaluc／L，：y＝人－1汚瑚Wherel？っ▼y  

is the averageofcoincidence counts．Wb then tcst the  

hyI）Othesishasedonthcrule   

r＝〈 
i、 （7）  

wherethelevelofthctestTisdet，erminedbvthevariance  

V（∂）餌  

化＝1叩トz仲之  
イ：  

（8）  

wi11vicld a hett，（1r t（1St．Because w（？doIl，t know t，hc ex－  

act valucs of拓、y，WO uSe thc cstimated va・1ucs P：ry tO  

dct｛1Ⅰ、Inincthemeasuremcnttimca（・COrdi工1gtOEq・（12）・  

WbemployatwostageIllCaSuremCntStratCgy：firstwe  

estiIlla・tり上エ〟t－yatlni払Ⅰて11IlleaS11Ⅰ・Clllelltf川＝f肌・＝  

f－Yl）＝≠／）．Y＝fノ之ノヱ＝f⊥⊥＝fl，and tllellnlea別1re t土1e  

COincidentcouIltSWith thewcightedtinlf，Eq・（12），thc  

tota．1ti工11eOfwllicllIlOWeqtlaユstof…－6fl．   

4 Experiment   

Thcexpcrinlentalset－uP払rthehypothesistcstingwas  
almostsanleaSthconeshowninFig．1．Thesccondhar－  

nlOnicofthemode－lockcdTi：SlaserlightofahoutlOOfs  
durationa11d150mWaveragepowerwaぷuSCdtopunlp  
theI10nlincarcrystal．ThcwavcIcngthofSPDCr）hotons  

isthus800nm．Figure3shows the coincidencecounts  

measured丘）r40second ca〔：h on thc ba5isgivenin Eq・  

（4），Ⅵ7上1eIltlleVisibilityoftlletⅥrO－pllOtOエーSt孔tCSWaSeS－  

tinlatCd t，O bc O．92．Thc distrihut，ion oft，he coin（：idcncc  

eventsoheysthePoissondistrihution．OnlysInal1num－  

bersofcoin（：idencewereohservodonLTTV〉and！VH〉ba－  

Sis．Thoscobscrvationsagrecwiththeprcdicti（）n，therc一  

払re，WC eXpeCt that thc hypothesis tcstingin the prc－  

vioussectioncaIlheappliod．I11thcfl）1lowlng，WeShow  

thewcightcdmeasureIllenttimcimprovosthf，llypOthesis  

もestillg．T上IPOl）tiIllaltillle払rナIis（1げh′ediIl［5，6い10Ⅵr－  

ever，1trequlreSthci11払rmationoIlthctwo－Photonstatc・  

（9）  

Fbrexamplc，ifweobtaiIl・lL7代＝1．G5，thet（1Stislevel－  

n＝0．05．Ⅵ毎鮎Stl工11eG乱11SSia．IldistI・ib11ti（）nOr∂，Ⅵrllich  

isagoodapproxinlation払ralargcIlumberofsalllPIcs．  

Inthiscase，the 

〈 
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＼、1、t（1（）k′lニ△巨1βi＝I′壬l（－l）＝、S（モ11tt、Xl）げill州1t．＼＼’（、  

Ⅲ1111）孔rP〔11′11（－1－Ⅲ111い、▼itllrふ、（）上）t－ilⅢ吊Ⅴ汀i紳爪1†′il－1（、・   

Tllぐさ紆几いIlg刷d r（、パ111tっ；tl・（、バ111‖11…Ⅰ・iノ（、rlilltl－（、L～ll）1（、，  

＼Vll（、r（）（可：1111i良一Ⅰ・111Lillltllllい～lバ11r（朋＝嗅（呵：、Ⅴ（1iかL（1（1  

tilll（－111（1抽111・（111腔汀L w宜11√lニ1，（り：（）叫il11レ＝1、、▼（、igl山、（1  

ti1日（、111（、乱射11、（1Ill（、11t；tll（、り1）†，il11illn．11（1…ti（）11（－HLilll払い、（1r川m  

tll（1礼Vく11・乱g（1川iIl〔・i〔1（、11（…・t）l＝郎．Tll（酢＼7山1ぐSyi（－1（”1t・11（－いH－  

tiI－1油滴、′山‖（づぐ）r∂～111rl斤＝tr（β）．W用l－t・再H（1（1（仇育ト  

（0．9肌4．G4×10‾ごi）、（り・9（jり、1．シ1xln‾ニi）、（0・9Gり・4・51×  
10‾3），桁rtklllli壬1）Ⅰ・111til肝111｛、礼バtll・用l（叫t′11（1、Ⅴ（－iか（、（1  

tilllぐ王11（、孔H11Ⅰて！工11ClltⅥ・宜11′lニニl，山、（）1）r・illl山、腔igllい－11  

Lilll（1111C氾11Ⅰ・日日（1Ilい…l）（、（・t・i＼－いhr．Tll（、1…111t→ぐ）土■tノ11（ゝ（）1）tノト  

Illれ1山lo〔：札tioll＼Ⅴく11・（、皿111（、iLH t′11…t＝1Hlllgl・Il（、（、→†」illlr血1  

di批Ⅰ・il〕11ti（）IIWhlltll（、111（、餌111・（1111CllL丘）1・flニ1il11111い  

1）1－1－甜11t（－Ⅹ1）（、Ⅰ・iI11Ⅲt・Tllい、、▼（－iかL（、rlt】illl（－111（、iu111’（、111（11血  

1－1・〔）VidrrllY）（互い11・†一ぐ＝til－gtlln・11仙（、l＝1沌）1、11－†・iIl｝（一汁腔払出11、（し  

IllnIlt．n）1・ex几nll）1（㍉i卜附－H（†＝11（、r・1、iい、Ⅰ・iit軋＝ニl用㌧2，†ふ、  

1nv（、loft，11（1tCSL nノニn．n4：i2i11†′Illll八丁t、igllt（、〔1t－i川（、11椚ト  

s11r（1IllCllt，Ⅵ711il（1止腔1111ほ汀111t，illl（、l…、i蛸11腔Ill（、11い▼i（、l（1（、rl  

n〔ニニ0．0557．Tllh hlll）1i（、パLll如＼＼′（、ぐilll（・り11〔・111d｛、’（111t・れl卜  

glぐさIlleIltis（1IlO11か’Ⅵ血h血、～tぐでl＝，几（1さノrnf5‘先王－1・（）111tl－（、  

wcightndtiI11Cllln掴111－（1工1－（、叫Ⅵ7ll（、1・（、礼H、Ⅴぐ（・れ11Ilぐ）t…1（・111心  

iL rronlLh（！11Ilほ）1，111Lilll（1111（1iもS111・lml（、11L   

Thcory prcdictバ 仙孔t tll（1il－11）1…▼（111－（、11t・品川止1ill－  

creaseda．sLlle貢dclitさ∴H冊rrl＼「（、1・，血、（－Xll（11－illl（111もHllりⅥ・・什l  

孔1Il10StIlOg孔1nWllぐⅠ－tllCViHil）il恒▼、、7掴1甘酢rLtl乱11r）・肪・  

InstlCh土1ig上1Visil）il恒r，（汀1tOl、srl・（）111tll（1Illfばi工11几11）▼（111L几1ト  

かdstateal・CCt）Vnr｛1（11－Vtll（111（‾）i甘（〕rtllぐrl（1t州′（汀H・Sill〔・（、  

thedarkcotllltS礼r（？ill（1（11）（－王1rl（1Ilい）r血（1H（竹山1gnft土1（′、111（≠  

sllren－entaPp礼r孔hlS，t－l－n測（）〔鶴tioIIHll冊7昌n工11、r…＝l山1  

difhrcIICC払rIllthcltnifbrmlydivirh（loIIC．Th（、l（モV（心りr  

thetestsarethussimilar．Thow（1igl血d tilll（モ111（、揖urト  

mentimprovcs thctcstinarangeofth｛1elltangl（1111（1工1L・  

Thcrangcwoulddcpoll〔1sll－ainly（）11th”lark〔：OuntⅣ血、  

nrthe detr！CtOr．  
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（10）  ケ竹入l，Å2】（d）＝   

（d－1）！（d－2）！（入1＋1）！人2！   

2．3 LargeNlimit  
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1  d岬1  
＋  

＝ 鋸1aX（d），（Ⅳ→∞）．  （13）   

Tllisis鋸1（明）（モCt即11・eS山t，SillCe Wllelltllellulllb（汀Of  

ぐOpleH（＿）i－t・11（lrehrt、11C（モ如】ateS甜ein鮎山モミ，We〔・狙1批判u血  
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Figure2displayshowtlleidenti鮎atiolll）rObabilityap－  
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3 Mean unambiguous identi且cation   
PrObability   

Here we study how to ullalllbiguously distilト  
guish between the stat・eS Pl（0）pl（1）蛤〃p2（2㌣V alld  

p2（0）pl（1）励Np2（2）㊤N，WhidlWeCal1tlleuユ1alllbiguous  
idellti鮎atio王1prOblenl■ThePC）VMactillgOllV；ymllOW  

COnSistsoftbreeeleIllelltS（且0，β1，且2）■ WlleIlthe（）uト  
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we have aninconclusive result．  

且1＝e（ト恥十1（02））っ  

且2＝e（ト恥十1（01））フ  

e ＝ ∑e入rÅl  

入  

（18）  
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resentati（）n坤aCeSpCCi丘e（1by人．Tll（｝1）OSitivityofEo＝  

1－βl一月2requir（モボtlle（）1）（1rat（汀eSllOul（l測ti六軒  

1  

rγ何≧e，  （19）  
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modcsbya柑11unetri（、Nqlbcanl叩1itt（、rS囲，  

虐〟＿1，0（恥－1）…玖，。（∂1）lO〉的〃‾1仲右  

＝e一紙－1叫‥・e－aてaoeゐよ…1（り挿）lO〉酬－1 仲h．  

（2）  

wllerejき几，0（β，1）＝eXI）恥（砿a。－ゐ√武）］仙（1  

InvariousapplicatiollSOfopticalquallt・umin払rlnatio11  

processlng，Oneiso鮎nrequir（モdtolllakeanleaSurelne！nt  

WhichprojectsthestateolltOCOlllplicatedsul）CrPOSition  

StateS Or entangle（1states．Itis，hL）WeVer，anOlltrivial  

problemhowtoiInplenlelltSuClladevicephysical1y・Olle  
OfattractiveapproachistouselillearOpticsandclassト  
Cal鮎edforwardassociatedwitllphotoIICOunting wllich  
e鮎ctivelygenerateoptical110111illearityillIlleaSurenlent  

process囚・   

ReceIltly，thecritcriatodccidewhctllerOlleCallilllple－  

111餌1t aglVenprOjectivcllleaSurelllelltwith unitsuL：CeぷS  

PrObabilityhasbeellderivedulld（，rthecollditi（）nthatone  

CalluSelincaroptics，photollCOulltillg，arbitraryancil－  

1arystate8andclassicalf6ed払rwardbut the弧1OuntOf  
theseresourccsarealways丘nite［2］・Illthistalk，WeeX－  

telldthisscenariototheasynll）tOticlimitoflargenulnber  

ofresources．Ⅵ毎discusstheimple111entationofagiveIl  

binaryprojectionl11e餌urement‡仲〉，摩〉）viali工1earOp－  

ti（？S餌1dphotoncounting・TllisprobleInisequivalentto  
tllat Ofdiscriminating two ortl10gOllalqua11tumSigllals  

（lg〉，悸〉†ullalnbiguously【3］・Wbshowthat，inprillCi－  

Ple，aIlySetOf（IO），博〉），includingtlleSetSinwhichthe  

abovecriteriastatelW－90，Canbeperfbctlydiscrimi11ated  

by11SingonlylillearOptics，photoncouJlting，andcoher－  

CntanCillary states，atlea鴎illtlle鮎ymptOticlimit of  

largellumberoftheseresources．   

BeforestartingadiscussionoflinearopticsilllPlelneIl－  

tatio11．it would beworthlnentiolllng thedistinguisha－  

bility oftwoortllOgOnalstates vialocaユoperations and  
（・1asHicalcomllunication（LOCC）．Thenecessarycondi－  

tion払rexactlocaldistillg山止abilityisthat，afterdoing  
allleaSureIllentatSOnlelo（：alsite，eVerypOSSiblercnlain－  

ingstatesnluStbeortllOgOllaltoeachother．Walgateet  

al・［4】dl（）Wedthattllerealwayscxistsalocalprojective  

lnCaSurement Satisfyingthisorth（〕gOnalityco工1ditioIl払r  

twoorthogo11almuti－1nOdestatesaJldthusonecanper－  
f6ctly discriminatetllem Via aseriesoflo（、alprojective  

1  

荷▲  
伸  tallβ′上＝  

The output5at N ports areぐ01111）1etely HyllullCtriぐalld  

thee鮎ctivepowerrefl（一Ctaユ1C（モ払reaぐh outl）utiHgiv（111  

bysi1120＝1／N．Atea血port，Olle111ak（モSSt）lllel11ea－  
Surel11elltillSequell（：ebyusinglinearol）ti（・Sall（1l）11（）tOll  

（ミOullterS，Wheretheil血rlllatiollabout tllぐ111（池Sur（ミIllult  

outco111eateaChpoI・tisfeed丘）rWar（1cdtod（！Sigllt止11（！Ⅹt  

mea占ufenlellt．   

First，We briefly sketch h（）W t，WO Stat悍a撫（1is（、1・il止  

natedbyt；uCha．schenleintllelimitofN→CX3alldtllHl  

providearigorouspmofa鮎rwaユ・（1・Suppos（、t（）1）ut卜呵  

andf◎〉intothe鮎stt）eaul叩1itt・（ir・Fbrsu凱1i（111tly皿Ial1  

1／N，tllereflc（：taエ1Ce OflllOr（1tllalltW（）l）11（）t（）llHlalll）tl  

＊ta止80ka殴nict．go・Jp  

†psa＄嶽i蝕・ict・gO・Jp  

‡norbQrt．1u月t加地姐S申叫Sik．皿i－erlang組．de  
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。口∴I  
11（頑i裏bl（l．Tll（l雨心t丹＝正kl・t）（、～⊥111叩1itノt】il咽拙m再Wlll）V  

l   

‰（β1）回目畑）記l坤両晶十…71〉り、  
市  

（4）  

1   

‰（…）〉1恥㌶帖抽〉t）＋ll〉1帖・  
市  

（5）  

wll（甘q〈りOl〝0〉＋くりIlレ1〉／〃籍l），血1（・＝⊥l）（1氾山1）1i†血1g  

（）1）（、1・at～i（）11iバ1111it・iu・y．Tll（111ill）iLrtialHtat（l（）11tll（1111り（1（一1  

hlll（凋ぷuIで（1．Tll（1111㈹S11rⅢ1（111t・11（ゝⅠ－（、iパr（さ（11111・（モ（1tJ（）k（明）  

t・11（1（汀tll（）糾11aⅢyofalIγ（－り11（1iti（Jl出目）utい1t・＝｝士■仲トLll（i  

煙〉・Tll（、1（）血111㈹Hllモ‖11（11再出坤il噌tlli…）11（1itj仙iバ  

giⅥさ11l）yと1tWりイIilll（、11メlり11山1）Ⅰ・り．恒再Ⅴ（、111（棚tll・（†111仙り4ト  

■打（）〉＝仰〉叫ー1〉、 （（り  

空欝lO〉＋〃曲  一打1〉＝  （7）  

Wll（汀（l，〟β，肱と111（ユダ～肌、tll（、ftlll（い症）1⊥SOrC；dJ・   

Tll（lpr（1j（ゝぐtiv（ゝ111什甑丑1Ⅰ・（、111‖1t（）fE中．（（i）皿1（1（7）…11t）（、  

illll）1clllCl血（1l）ytll（l（1i叩1肌1山由り1）（モratioub（β1／vW）  

alldph（）t（）11（、oulltil噌a”11｛）WllillFig．1（l））．Sill（・（1t）（）th  

tlleSi即1山肌1（1（1i押流理111（モ11tれエ・tlWれk（、11川1れw（、11ilVぐ  

か（鳥）回㌶e→冊（－0卜卦〉）1  
（呵  

か（鳥）－1〉歳 岬e舶〃（卦〉十叶  

（9）   

as th（モIllCaHur（モ111（l＝tⅥ県鳥OrSりfHllぐllal）1）arat11ゴ．Al）1）；u・T  

elltly，tll（モyllaVeHimilar血ru付い1reポtOtllatOfEqs．（（i）氾1（1  

（7）弧（ユ，tller（血ー（！，t）yぐ110（）血1g叩押Ol）ri雨eβ1，（）11e用11  

111乱keとLI）エ・（）j軒ti（Jlll此餌ur（モ111蝕ttll礼t毀止i撼鮎山北Ⅲ・tllりg－  
Onalitycoll（1iti（）11（0／l¢′〉＝0払rallyH）u（1itiり11alHt  

仲′〉、ゆ′〉i血▲rth（11）rOj（l（血）11111（l心11r（1111（、11t・   

TlleCOll（1itiolla．1stat（モS礼托ertl虻f止吊111（仇封11・（▲111ぐ11t」ぐ氾1  
beIでWIうttt111鮎   

Cくノ つ（ 

l叫＝∑c；，tlm〉，仲′〉＝∑d：，1l7－1〉、（1日）  
＝＝O J‖＝U  

SinceanN一叩1itt且r SPlits aきtate岬111111tltri（▲a11y．oll（l  

CallrePeatthesallleprO（モedurp丘）rth（lr（1111ailLillgStat（、  

with t加secolld beaユ11Splitter，the（1isl）1と1（肌11（†11t t）pぐrか  

tio王1カ（β2／vW），Wb∈モreβ2返（、t｝11（ユit血1edollthep腔Vi－）憬  
IllC鮎uremモモntOutCOnle，a11dal）hot（）11COullter．A鮎rr（1，  

peating the sa111e PrOCe（1urc to tllelllOdeslto N～1  
witllapprOl）riatモモ銑’s，the鮎1alstat丹＝兢tllelnO（1eOilト  

CludenlaXimallyollCpllOtO11alld乱作Stillortll哺恍血to  

e紺110ther．A浅aH）鮎呵ue11Ⅸ＼呵）i）lyillgtllぐ且11最（Ⅳ－tb）  

（uSPl乱ぐelllentandl）hotonn）u11til哨，（｝11（†㈹u（lX餌Itlydis－  

ぐrimil柁止e仲〉弧d沖〉witlllmit拙、ぐ亡霊Spr‘）bability・  

It．sllOuldbeIlOtdtlla・tt心kis礼節11（汀最ize（1v（1工・sioll（｝土◆  

thモISChellle獣ト（ゝ旭モ兄1“Dり1山弧re代ivば”【（i，7，8，9】wl鉦11  

wが（）ri如11山1yl）rぐ）1）り甜（1とはa王Jl耶iぐ山111（）（1tゝ1i此山血gtll（1  

111il血n11111err（）r（lisぐrilllill批i（）110ftllebill托汀㈹11モ1rmlt・軸一  

山乱1s（lα〉，卜α）ト  

W
 
O
r
 
¢
 
 

（a）   

Fi糾1－（11‥（～L）〃一叫廿牲氾1（1（b）～川1（モ心uエ■（皿（チ1t・叩p∬a－  

㌣11…t・㈹・11叫・A（坤1～1（・（11ナ（、11t・りl）（咄i（）11叫鶴／ノ万）  
1Hl・皿1i冊吊丹…111l）illi咽t，11ぐメ喘m11witll比（・り11（11・eutヒta血  

l（）ぐ～LIuゴ（・iuatol・10，L〉viiLalJ…11哩枇恒witllHllffi（li（・11tly  

皿1江11l）（1W（、1・工・（鮎l巾111（・（11／Ⅳ．   

NりW，Wぐ（1i机斗Hぷtll（l甘11（！111（l昭1′illlll（）‡・（－rlgOI・L）lユHly．Ill  

t・11（、iLt）（）V（1rl（、バ（・【、il）ti一札W（モ11（－glt・（lt（モ（1r（伽（血）11S UrlllOre  

t・h仙tWOI）11りtOllHat（さ餌・11l）（皿1呵血t（！r．Wllellitisin－  

（・111（1（t（1，tll（モボt山（う叩餌l（モilt（闇1111）（）工・t（ユoesllOt reIll乱in  

tw（）イ1i111（LllSi（）11tLl，氾1（1tllll昌t．ll（1t．Wり（1（）11（1itiollal昌tateSaf－  

†用（加11111（、il甜Ⅰ・（1111Ⅷt・Stぐ1）HJ（、11りt（）rtll（哨（）11症叫＝皿re．  

W、Hll（）Wtll～止tll（1（ユiバ（・1・illlillれtil）11仁1rI・Or（111（．うt．0削1CllllOlト  

t）出11（碑）11は1ity（・り11Vげ針バtJり肝1・りilltll（11ill山（）士●1a即℃〃．   

L（、＝1H（【1（▲110れIt′11（Ⅷ1）（、工・雨iし111りⅠ■t血†吊111）11（）tOllじOulltillg  

れぷ  

潮力怖／ノ弄航。（β川0〉誹）≡丘£り仲〉，（11）  

Wll（汀（、たiHtll（▲1111111ber（）ft－11（l（1ぐt一ぐ（加（1l）110旭1は．Here，We  

tr（＊Ltい111yl）llyバi（lal血at（，HiLHillputポ、tllatis，tlleaVeragC  

p（）W（モⅠ・（）rト呵～Lll（l仲）ar（1alw軋y長銀山t（l・Mor仁一）Ver，We  

ねぷ嵩11111（、†11血之Llll（）（・山りお（・ill由りrジバれti巾  

Lβ㍉≦qプ ∀ま、〃，  （12）  

wh（甘（lCj3i＝（）111（丹（山Htallti11d（11）（、11（1（、11tOfN．ThiHalso  

il叫）1i（－Stlはtth抑ぐⅠ堀（モl）（）Wt汀（｝f一也（lbloぐれh）バぐilla血riH  

鮎1血．At tll（！i－tlllll（l鮎l汀Hll（111t血p，al）r（山九t）ility（Jr  

（1（、t（l（吏1哨た1血）tり11Siポ甚iv（モ11by  

亘り ＝ 二呵紺）仲〉（叫曳£紺］  

dり（βj、仲（叫〉）  
」Ⅴん   

「1．＝ ≦ 頂㌻ ∀云，た  （13）  

wh胱仲（ヱ～1）〉iボtll（モ…11（1itiollal（）11tl）util）rth（，illl）11tOf  

仲〉と此ert山1トトtlllllぐ舶tlr…11モ、叫弧d  

曾旭川（トl）））i＝（・011油氾1trl（モ1）（ゝ11（1il捕り11仇illl（1  

仲（ト1）〉but．ill｛l（、1）Cll（1（、11t（）f凡Dll州｝tll（モ1）し）W（lr｛、011－  

バ†・rnilltバりft・11（、illl）11t”Lll（1l（）ぐILl（M（・ill油）rS、Ull（L（・all（）btぬill  
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tlleillequautyattllぐfhlalull（、i11Wlli（11di）isboull（1（，（1  
bysollleCOnStalltC是ノBtllatisill（icl）（111delltOfN・Al）Par－  

Ⅲtly，Eq．（13）isdsollel（1丘）小町   

Aftcr鎚1islljllg a Whole process of Nlnei迅Ilrellle11t  

steI）S，OlleCanClassifythe results ac（，Ordillg tO the s（し  

quⅢ1tialpattcrnS Ofdctcct（一（11）hot（）11nunlb（trS．Let us  

d（モ110te th（！（！Ve11tポillWhi（・h a11th（さ1）hoton（，OulltCrS（1e－  

t（モ（汀edl無痛thall（）11（！1）hot（）11by‘s11CぐeSS’evcllt昌alldtl把  

Oth仁汀S byi払ilur（）’evelltS．ThぐPrObability ofresultillg  

t緑suぐ（－ぐHS机咋！ntf㌔乱。eis糾Ⅴ（111t）y辻占ullOr2Ⅳ皿（・（1誉嵩  
（うVelltS aS   

2〃  

ね此 ＝ニ∑ン（が〟））  

2〃一l   

＝∑p（腔1））（州（…））＋P（1川（…） 

2〃一1   

））  

＝∑p（げ‾1））（トP（祁（…）ト‥）   

1 

≧岩p腔））（1一筈 ＋0（胡  

Wll（汀〔1くりOlレ0〉＋く叩1lレl〉／Ⅳ＝O hex～Lぐtly皿止血点細山  
0（1／N）il軒1u（1cHtll（｝t（lI、111H（）fl山（）r（lthalltWOl）11りtOllr（l一  

鮎出血11H・Tll仁庸1一11Shr〉皿（1Iur），tllathav（lb㈹111（ト  

gle（、tedilltlleI）Ⅰ◆evl（JuSdis（1tlHSi（叫用11S（ltllぐⅠて、ゴi（l11illllOll－  

（）Ⅰ・tll（）gOllality．N（血thattll（ゝ1（棚1illgt”・111”，fthぐS（ゝV（1（1－  

t（汀ゴar（さill（ユ（モp（モ11dellt（J圭一Ⅳ．   

Wモ（ゝ揖1（l（！軸11β1仙・11tll叫と1鮎、工、t11（ゝ1）11（）t．011ぃりulltil岨  

tll（モー）rtll（）gOlli山tyt）tユtW（ゝ（111E（lS．（1（i）往11（1（17）kト崗ti血ゝ（1  

uptotll（、Ordel・Ofl／Nl／2．Tllul，tll（汀（）Il（1itiし）皿loutl）utH  
払rt加0一礼ll（ユト1）11（）tOll（tl（lt・（雨iolleVや11tバilエ・（モgiv（ユ11l）y  

融1）仲〉   1  

∴－ 一士二  
J霊い  

×（偏卜告一軒ブ勘机0 （討），  
（川）  

exp（溜）  

・、・′11・  

×（糾帖小品帖十0 （去）），  
（19）   

respectively，Wh（モreth（モtllir（1鋸1（＝hlrtht（、rIllS（、auH（モtlle  

residualll（）Il－Ortll（哨011ality，   

Nl）W，皿1）l）OHe也1at tlle琉胤は1（モ止rat〔lgyiH apI）1ied to  

the（二11Oi（モCS（1fβL銑Jr furth（甘111Canlr（tul（ミflt抽1）S．Hcre，  

tllele漉1唱Or血りfれトwlli（心h～止刷tl彿do（モSllt）t  
Cllaユ1ge（hl・illgtlleSellle鮎ur肘11川1tpr（）（：eSSeSb（1Ci九uS（＼1II  

E（1S．（16），（18）氾1d（19），tlleぐ）Ⅰてkroftll（モZげ（）1）110tOll爪ト  

flc（、tiolltCrlllIO）両u〉0，WlliLllliHalHOaboutl／N，（血聴＝1Ot  

Ctla叫苔ed11ri‡1g†・11eWll（JleoI）era－ti（－11S鋸1d，血1山arly，と此er  

beaェnsplitt・iI唱l勒〉，tlle StatealwaysillぐIu（1（ゝバtlle terIll  

tO）函ニ〉owhichk明）景正1el飽（1illg（）rderofl／Ⅳtlle組Ine・  

After the N－1－th111eaSurement，Whenauthc photoll  

COunterSdetectedlessthallOllephotoll，the（ユ（）11（1itiollal  

OutputisglVellby  

）
 
 

1
扉
 
 

（
 
 
 

0
 
 
 

十
 
 

）
 
 

1
扉
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十
 
 

（14）  

whereH（N）denotesapatterIIOfthelellgthNs叫uellCC  

（）fO－afldトpll（JtOIl（1ete（丑山11r（さSultsalld  

P（榊（N，1））isthcprc｝babilityofdetectil唱kpllOtO11S  
theN－tlllneaSureIIlelltCOIlditiolledonthedetectiollpaト  

terllOf tlle丘rstⅣ－1rlle鮎ureIlleIltS，TlleIl，We C鋸1  

easilyshowthattheprobabilityofresultillg thefailure  

evelltPrailisboundedby   

恥＝ト鳥祝ee≦ 誓十0（宗）｝（15）  

Whichimpliesthatthefailureprobabilityapproachesto  

ZerOinthelimit oflarge N，atleastwiththeorderof  
l／Ⅳ．   

n）See theresidualnoり－Orthogo工1ality，1et us revisit  

tothefirstbeamSPlitterBl，0（01）・Thestatesaftcrthe  
beanlSPlittingeallbedescribcdby  

恥（β1）冊〉＝榊0い㌫ll〉㈲十妄】2〉㈲＋…  

1  

＝ 回廊〉十所Il柵〉  

十か〉困十0（去）） （16）  

／ 

／）1ゞ，  
∑芸＝1C竹l（ト（ト1／〃）γ托）1／2lm－1〉，弧dlりγ〉＝履〉一座〉．  
Siェ11ila∫1y，   

1  軋0（β1泄泄〉＝lO）1l掬〉＋所榊1〉  

十か〉、小0（妄））（17）  

烏（〃‾り…釘1）仲〉   
仲（Ⅳ■l）〉  

P（Ⅳ－1）‥・P（l）  

c乙〃－1）lO）＋砦ご－1）＋…  

十蒜（酔）川酔）〉十…）  

＋蒜（l坤）〉＋l砕）〉＋…）  

（20）  

whereJHLl）〉istheresidual110n－Orthogo11alvcctorcaused  
bythek－photondete（！tioIlattllel－thlneaSurenlent．   

DellOte the 丘nal N－thlneaぷur（モmellt byJDk）≡  

か（PN／vW）fk〉（k＝O，1）．SupposethatPNisdesigned  
suchthat仲（N‾1）〉and博（Nwl）〉肌nlOStlyprojected  
OntOIDo〉a11d）Dl〉，reSPeCtively．Theerrorprobability  
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t山t・世ル1りi＝）1・1り什†・（、（1り1江‖i仇〉iバ再Ⅴ（111t）y  

君′・′・二l岬1伸しル‾り〉Ⅰ2  

（、1T（11・1）1て）t）iLt）ilityiバl＝1111（1（、（1l）yトり1山l（・り111†i山tC～lバ  
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Programmablequantumchannelsandmeasurements  

Giacol110MauroD，Aria11Ol＊  PaoIoPel・illOtti12†  

1（？沼rg用叩，β画面脚血d五郎β血“A．拘眈”，血β船舶〝，ムガ7J抑Pα血，撤擁  
2c肛許JⅣ爪材，仇舶d豆Pα血   

Abstract．Wereviewsonlepartialresults払rtwostl、ictlyrclatedpl・Oblt∋土11S・Thefil・絨主）1・Obl（nlC（mSiHtS  
in負ndingtheoptimaljoiIlt unitarytraru3fornlatioIIOIISyStemaIldallCillawhichistll（，IllOSte軋ieIlti工1  
programminganydesiredぐhanneloIlthesysteIllbychaIlgiIlgthestateoftheaIICilla・ⅠIltllisrtさSr）軋tW（，  

主二二こ‡－；二∴－∴二；‥∴‖：二三二三二こ∴∴二÷二∴∵十∵＿「二三ニー∴㍉＿二ニーー∴二…‥二二＿土；－－＝三  

measurementonagiveIl（1uantumSyStem，bycllanglIlgthestateofa11anCilla・WitllafillitediIllel15ioェId  

払rtheancillaoIllyapproximateulliversalprqgrarllmabilityispossible，witlld＝d（e‾1）iIICrea血1gfuIICtio工1  
versuse－l．weshowtllatOIleCanaChieved（EPl）polynonlial，andevenlinearinspe（‥ific（・aぷぐ霊．  

Xeywords：QuaIltumi工血mlatioIltheory；Cha11Ilels；（1uaIltumCOlllPutiIlg；eIltaIlglenlt，Ilt  

1Introduction  

A fundamentalproblemin（luamtllIIl（！OI11PutiIlg aIld，  

I110regenerally，in（1uantuminfomlatio工1prOCeSSiIナg［？］  

is to experimental1y achieve any theoretically deslgIle（l  

quantunlChannelor detector uslng afiⅩed device，  

throughasuitableprogramencodediIlthestateofa11  

anci11arysystem．Whilealargebranchoftheoreticalre－  

SearChin quantumin払rnlatioIladdressed thedcsignof  
algorithrns and ofcircuits to solve precise problems，a  

ParallelresearchlineisthatofdesigningdevicesthatcaIl  

beprograr上1medtoachievedi鮎renttasks，justlikeclassi－  

CalcoInPuterSdo．Mol－eover，desigIlingaprogramI11able  

quantumgateor（letectoris aproblel110frelevance丘）r  
exampleinprovlngtheequivaleIICeOfcryptographicpro－  

tocoIs，e．g．prOViIlgtheequivaleIICe between amulti－  

roundandasingle－rOuIldqualltunlbitcoIllIllitnlent［？］，  

Or When trying to eavesdrop quantum－enCl・yPtediI血r－  

Illation．What makes tlle Pr（）bleIl10fgateprogranlIlla－  

bilitynolltrivialisthatexactuniversalprogralllInability  

Ofchannelsisimpossibl（三，aS aCOnSequenCe OfaIlO－gO  

theorem払rprogrammabilityofunitarytrans払rInatio工場  
byNielsenandChuang［？］．A血1ilarsituatio110C（さ11rS  

hrLmiversalprograrnnlabilityofPOVM’s［？，？トInboth  

CaSeS，itisstillpossibletoachieveprogranlnlabilityprob－  

abilistiぐa11y［？，？．？1，OreVendeterI山1istically［？］，though  

withinsoIIleaCCuraCy．InestablishiIlgthetheoreticalliI11－  

itstostat（トprOgramnlabilityofclla11nelsorPOVM’sthe  
Startingproblemisto丘n（lthejoirlt SyStem－anCillauIli－  

taryorobservable，rCSpeCtively，Whichachievesthebest  

accuracyforfixed dillleIISiorlOfthe ancilla：thisis ex－  

actlytllePrOblenltha－tisaddl・eSSedinthepresentpaper．  

ThisprobleInturnCdouttobehard，eVeIl払rlowdiI11en－  

Sion．Herewewi11giveasolutioIlfortheoptimaldevice  

払rprogrammlngunital－yChannels払rdinlen扇orltWO払r  
botllSyStemandancilla．Ontheotherhand，aSregards  

programnlingobservables，WeWillglVeaIluppel・bourld  

brtheoptinlalancilladinleI血oIld（EPl）verstwtheac－  

CuraCyE－1forprograIllmabledetectors．Aswewillsee，  

itturnSOut［？】thatadi111Cn血）Ild（E－1）i王1CreaBiIlgPOly－  

noIlliallywithprecisioIIE－1ispossible，aIldevenalin飽l・  

（1epHldeIICeisa（三11ievable丘）1・叩e（亜c（胤凱うS．TlliH止（皿1〔l  

becol11ParCdwitllt上Ie prelinliIlalツiIldicatioIIH（）falleX－  

PO工1entialgrowthofRef・m．Howevt汀，（三Ⅴ蝕thcli11ear  

dcpen（lcIICed（E‾1）iHStillsuboI）tiIllal．   

2 Statement oftheproblems  

Programmable unitaries WcwaIltt（）pl・Ogl・alnllIlト  
tal・yChannelsl）yafixeddcviceat5丘）1lows  

汐帰（β）主∵n・2rV（β⑳J）叫，   （1）  

With thesystcIllinthe statepiIltCl・a（！tiIlgwith aIlan－  

Cillairlth（さSta血cT Via thc ullital・y OperatOr V of the  

Pl・OgraI工1Illahle（levice（thestateofthean（illaistheprv－  

grum）．Fbl・hxed VtlleaboveIllapCanberegardedasa  

liIlear111aI）丘・0Ⅰ工Itlle（烏flVeXSetOftll（さanCilla．離乳teSAto  

thecoIlVeXSetOfchalult！1s丘）rtlleSyStemC．Wt3Willde－  

IIOtehy7）v，AtlleiIllagCOftheallCi11礼Stat（出Aulldersuch  

li王1（池rI11at）：tll（うSearetlleI）rO即・aIllnlablec土1鋸1Ilels．A（ト  

COrdi11gtOthewellkIlOWnIIO－gOtht！OrClllt）VNie18eIlalld  

Chua上IgitisiI11pOSSibletoprogra工nalluIlitarychamIlels  
Onth（さSySteI上1withasingleVa王1da血Iiteィ1il批nSionalan－  

Ci11a，naIllelytlleiIllageCOnVeXPv，A⊂Cisapropersub－  

SetOfthewholecoIIVeXuOfuIlitary〔、llaIlIlelsandtheir  

COIlVeXCOnlbinatiorlS．ThisoperlStlleR）1lowlIlgPrObleIn：  

Problem：拘γ・〟如ヶ乙dまγれ即も血れげ兢eα枇豆gれ動d   

／／什〃′′山里／り…／りT●・ヾl’仙／√肝／…冊／ 

． 

7r血れ豆ze〃ば払γ耶β≠成東α肛だど（Ⅴ）げ仙兢血拙血  

身∈〟陶7几〃ばpmタmⅣけnαみJeβe土アv，Aご   

ど（V）主IllaXl11iIl畔〉ごタ）≡㌘岬，♂v，打）・  
☆∈〟上タ∈pv，A  

（2）  

AsadefiIlitionofdistanceitwouldbeInOStaPprOpriate  

tousetheCB工nOrIu（iistaIICCl世－：ダIFcB▲However，this  

Icads to avery hard probl日比Ⅴねwi111批instead the  
払11owi王IgdistaIICe  

J（屠・，ノダ）主軸，   （3）  

WhereF（Ld，iP）detlOtt慧thcRaginskyfidulity［？］，Which  

払runital・yIllap屠・≡・か＝U・U†ise（1uivalcllttOthe  

＊dariano伽皿1PV■it  

†perinott18fisicavolta・皿1pV・it  
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（・土1itIlIltⅢ（l（！1恒ー［？1  

ダ（か、rノ）＝去∑r叫畔  （4）  

wll（汀（！・J＝ ∑上C′・叶 Sll（・11fi（1tさ1巾′i＝1Hり1・tさ－  

ht（！（1t（）tll（！izII）ut－（）utI）llt fi（l（，1ity；1V（！l・i酢（l（）V（、l・iL11l）11rL・  

Ht′址Ⅲ亨㌦（・か，ノダ）、l）ytll（l丘）l・11‖11～L戸…（・か，・ノ）＝［1＋  

dダ（‘れ・・〆）】／（d十1）．Tllし甘（動1・tさ，（）111・呵）tillliL＝111it～Ll・yシ′  

willHlとLXiI11h（！tllC h（ll、1itv  

凸γ）主111ill叩ル）・叩・t′）主ダ（か，・、〆レ・〝）  
り∈か（Jり  

（1）   

Programmable detectors Th（，P（）VMりfi＝上l（！揖11ト  

1Ilg呵）Ⅰ）とげ血11バiHiLHく汀（）i■い（）畠tivt＝）Ⅰ）t甘油（）1・H君≧り，ゴ＝  

1‥‥γ乙，？＜∞Il（）‖血iHl油川両（l血ity∑：‡1fl二J？  

Wili（・11glVtモボtlltさ上げ（）l）山）ilit′y（iiHt′1・il）llt′i（）Ilりftノ11（＝州両・t）111（！H  

丘）re礼（†IliIlI）llt細山叩Vi～Lt血IB（汀111・t11（l  

p（抽）ニ叫β君ト  （（i）   

Clearly，th（＝ll（）St酢Il（汀all）l・（）gl・～LIl1111at）1u（lot（！（・t（汀iH〔l（1，  

S（‥ribedt）y礼rlOt）酢1－ⅧtJl（！F主（君†、i（血tly日付舶Ilr（肩t）11  

Sy絨enla．Ild鋸1ぐilla．Tll（！Ⅰ）1・（）t）と高ility（l厨・1・it）11tioHりftll（モ  

0し1t（：0王neHisglVeIlt）y  

恥（乞】β）＝叫（β⑬け）現，∀れ∀β．   （7）   

13ytaking thcpartialtl裾（，illE（1・（7）（削l・tll（Iall（！illa  

andtlSiI唱tlleI）01al・血1tit）Ili〔ltlIltity（E（1．（7）1101（1昌丘）r山1  

StateS）ont！Ot）taiI浴thePOVM  

鳥，え＝¶、2［（J㊤グ）君ト  （パ）   

FhnlE（1．（8）it良）llowHthattllt！（：L）IlVCXH（！tOf妬もt（！H一（／  

OftlleaIl（吏1a．iHillぐ01・1・t判）0Il（i㈹ぐモモViatllerl叫）PF．げ主  

取2［（J㊤岬】ヤttla（ヱ0IlVeXSllb血∴叛｝⊆f一夕～↓（）f  

theconvcxset．少TL Ofth（”yStu11POVM’s witllr乙（）uト  

COmeS・ThesyIllbol∠ダF，ddt！IlOtCStht∋（：OIlVCXSetOfI）L・o－  

grammablePOVM’stllat＝Mlt光！aChicv（！dwitll丘Ⅹ（！（l（）h－  

SerVableFaIl（lvaryiIlg雨at（！α∈．扉．TlleIl（トg（‖血皿m皿  

PrOVe（lin［？，？】statcsthat良）1・arly hxt！（lobH（±rVめ1cF  

ttleI）rOgral11111礼ue凱！tPF，ふノ1日St血叫「（・（）11t且h虻（li11，〆い  

SiIl（！e（うVe工1jⅧ丑tll一三Ot）8t！rV礼t）1e＝飢1IlOt・t火さf）r（）graI土1111U（l  

witha丘ⅩCdohservableFall（1a技工IitJe〔1iェ11ellSionalall（：illa．  

Ⅵ屯nowrestrictattelltiolltOPl・OgraInnlabilityofot）Sel・Ⅴ－  

ablesonly，Whencen≡diI11（，＃’’），tlle（胤北Ofl10工10rthogo－  

nalPOVM’ssiI11plyr（雲OrtillgtOpl・OgralllOb鮒ご皿t）1est）Il  

alargerHilbcrtspacc・Inthe払1lowingwewilldcllOtC  
byO，L thesetofobservables．TIlePrOt）1cI11OfI11（！aSur（，－  

mentprogramnlabilitvcaIltll目上t）eStatt！diIlI上1atlluHl乱ト  

icalterInS a5良）1lows  

Problem：動†・画刑＝施肥僧山肌げ班＝md毎イ血  

塊ejo加古oむβ椚昭むgとβF兢αfα†￥ヲ娠椚0βf櫛（▲血王  

室氾卯りタm†乃†相加gβ弼即r川む脚1畑地β，犯α†乃βgyWん豆（滋  

m虞犯まm豆ze兢e山野eβまd由ね陀（三eど（F）扉どαCん0むβe門ト  

α抽P∈のγl如†J甘地p和〟mmm扉ヱeβどまPF，Jニ   

岬）去 
．。．灯 ． 

（9）  

Ⅵん（l（血l（！tll（・（litit～ul（・（！b再w（！（！IltWりP（）VMn＝廿tll（ゝ（1iti－  

†】領1（・t！t）（汁ⅥrⅢ：11tll（1il・1t呵）（！（・†Jiv（！Ⅰ）1・（）t）i山1ititさH，1上1皿iI11ix‖l  

‖VH・往11いりバトit）1（l封ilt（lパ，皿Illt加  

畔Q）ニ111書Ⅹ∑困捕一錮巨 （1り）  
J  

Tll‥l出社＝（・t、〔1（血1U（li11E（1．（1しりiバhiLl・（lt・（）血Il（11uiu烏レ  

1vti（・山11r、Wlltm（・t！Wtlt）川111（iitiLH良）11（）W昌   

岬、Q）く∑盲j君－－馴く∑‡！雪山紬、（11）  
／ J  

Wll棚渕4再＝hlbll山（）1）（甘油）1・王1r）1・111（）fA，iL川1】困帖主  

、僻珂抽n・（｝l）（，Ili11…、ⅠIl・  

3 Programmingqubit unitaries   

BvH川11（】1川扉11J′（・山川1血iり11Wt用t工＝山t血1t上1t！Kl・ともIIH  

り世1●由り1●トn｝1・†・Il（さ11叫）・れ．け（β）  

√rノレ，〝（〃）ニ∑（1川瀬／」〃，  
JIJJJ  

（Y川二∑押恥淵冊湖．√訂  
人・  

（12）  

Wll（11●（両J〉（l（加tt刷1（さ廟工1Vt血㌻りfαぐ01－1－es）0工1diIlgtO  

tl⊥…廟三11V山＝一三んl～111（1＊（1t削り如（…11い1ex（：0叩鳩atioェ1irl  

theHiLIll（ミfixt，（1haHiHf血whi（Lhthし＝）Ⅰ）（1rat（）l・恥havethe  

tialll（！l11雨，1・ix（モ10日l（！IlttHLt3th（モIllatrixof（：0（亜cieIlt，SOfthe  

（廟11Vtさ（血・（）f－V‖）1・rt坤011（lil堪tOei脚1V山1eei〟た．We  

tllし、11りl）t．はiIl  

∑l叫C」′′U】！2＝∑e申…t）叫中拒†動挿丁申頼叫  

J川J ん／I  

＝Tl・〔JT5－（牲V）†ざ（Uル）］  

（13）  

wllUl・tさ  

∫（払V）＝∑e‾叫願凧・  

人・  

（14）  

a王1（lT d（！上10t（三バtl・all甲南tiL）lliIltll（，ぐaIlOlli（・2LlhaHis．Thc  

丘（1elity（5）…工1tllt三上1t）er珊rit血1轡。丘Jllo耶  

叩・V）＝嘉一圃Ⅴル）‖2  （15）  

T量1い哩椚・之1tOl、∫（払V）iIIE（1．（14）…肌bcwl－itteIl鮎丘）1－  

lowパ  

ぶ（U，V‘）＝nl［（UT⑳J）V＊ト  （16）  

Changillg V t）Vlocalullit・al・y（）壬）eratOrS tl・all血rI11S  

g（払V）iIlt，11（う）11（，Willg払血o11  

g（ぴ，（tn㊤tlち）V押1釧㌔））＝明ざ（Ⅳ匝l吋ル）昭，  
（17）  

IlaIllely t上1（！localuIlital・icsdoIIOt（1励IlgetheminimuI11  

fi（1（三1ity，Sim（：し！theuIlitaritさSOIlth（うallCi11aj11Sti工上1plyadif一  

玩！relltPr（｝gral11Htate，WhercasthcunitariesonthesysteI土1  

j11StiI上IPlytllattlleIlli工Iinlulll丘delityisachieved駄）rad路  

長汀eIlttlIli血y一一－S町Ⅳ錘呵iIばt飽dof乙J・   

R）ご叩ShI11a．11（laIl〔：illal）OtlltWかdiIlle憬ioma・1，0Ile（駕ul  

paralnCterizcallpossiblejoilltunitaryoperatol－sas払1－  

lowsド，？＝lイ′′1㊨祐ちけ（隅⑳勒），Wllere  

ウ＝鱒両（α1α1⑳α1T＋α2J2⑳げ2T十αニーJこ3⑳鶴T）ト（18）  
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TheprobleInisnowreductさdtostudyolllyjoiIltullitary  
operatorsoftheformofEq．（18）・Itcallbt三PrOVe（1tllat  

thecoe航cientsofitseige工1VeCtOrSaretlle工11atrixelcIllerltS  

OfPatlliI11atri（：eSαJ，プ＝0〉1，273wllereげU＝J，Jl＝打上，  

Cr2＝Cry？CT3＝0・ヱ・This rflea封ぷthat we canrewrite  

g（ぴ，V）irlE（1・（14）餌卜払1lows   

w）＝潮軌 （19）  

wit土1  

鋸＝α1＋α2十α3，仇＝2αj－βu． （20）  

ThroughthederivationdescribcdinAppendix？？wcob－  
tainthatthefidelitymininlizedovビra11unitari（！SiHgiveIl  

b.y 

Figur（さ1：QuaIltuIIl（‥il・（・uittiぐ11elll（！丘）1－tll（）（）主）tiIllaluIli－  

taryopcratorvirlEq．（24）．怖1t d皿Ot（，Sei号qw．Fbr  
the dcl・ivatioIlOf the circuit（・OI血（ler tllat O・J、⑳cTJ・＝  

C（吼巨⑳J）C餌1（1ロ・三成＝㌔＝C（J⑳げヱ）C，Wlltさ1・（さC（l（ト  

IIOteS thtぅ（・0Iltl・Oll（！d－IIOt．  

wllCrtモVl，VbareuIlitari（さSO11，JW’巴C2．ⅠIlfa（・t，iti”aSy  

toscethatiIltl血＝池SCth（1fi（lclityisglV（！Ilt）y  

叩ル）＝吉昭抑 ん＝岬1㌢Ⅹln・佃ト  
（27）  

aIl（l良）rallyCOuPleofuIlit・ari憬（挽）t・hcl・tさalwayscxists  

と＝1Ilitary Uol・th（）g（）Ilaltot）OtIll（柏）、Wll（！Il（℃F（V）主  

nli叫ノ∈☆（〟）ダ（U，V）＝U・   

4 Upper bound on optimalsizefor pro－   

grammabledetectors   

Ⅵ毎willnow（leriveaIlupPel、bouIl（＝玩・thc fuIICtioIl  

d＝d（E‾1），Wllere 

． 

E－1illpl、Ogl・aIllエ111Ilg（）t）S（汀Vables払ra餌it仕（1iIll軋血0Ilal  

quanttlIllSy如11▲Clearlytl此functi（）11d＝d（E‾1）rlluSt  
beincrca血Ig，Slrl（！（三thehighcristheaccura（ゝyE－1，the  

l叫酢汀tlleIlliIliェ11山（1iIll（！Ⅰ扇0Ild11e胱k（lR）rtlle an（吏1a，  

11とLIll（！1yt王1t三“Hiz（上”（）ftll（さⅠ）1て）gr礼111Illa仙≡（1（加（・t（）r・   

CoIlt；idt！l・Il（）W a d－diI11t！11SiollalaIl（、illa all（la叩HteIll－  

all（：illairltt汀aCtioIIU oftht！払11owing confrvllt3d－unitary  

払rIll  
（上  

Uニ∑町凋椀〉〈如l，   （28）  

ん＝1  

Whcl・e（4）k）isa11Ort′110IIOl・Illalcolllpleteset・Ofvectors払r  

tht三allCillaaIldl仇al・egenCricu工IitaryopcratorsoIl亡＃’．  

CoI血derthenaP（）VME＝UFUT ofthe丘）l・Ill  

且＝勅〉〈軌l⑳才力，  （29）   

whereIA（1ellOteS tlleidcntity operat（）r OIlthc aIICilla  

SPaCe、an（1（擁〉isa（・0叫）1cteol・thoIIOr王Ilalset丘）rthe  

SySteI11．Theobservablctobeapplて）Xinlat（うdwi11thenbe  

wl・itt（ヨIlaぶ払1lows  

君＝体′†恢〉仲川町  （：iO）  

W beillg a uIlitary operator on亡＃’，and we wi11scan  

allpossibleob甜m扉）1csbyvaryingW．Fbrtht，Ⅰ）1・OgraHI  

State Oftlle allCillaw（！uSC Oエ1C（）fttl（うStat（！H4）i”Whi（h  

givetIlePOVM㌔  

吼＝現廟〉〈軌け払．  （訳）  

ThiHSpeぐial＆）r111SiIllPlificHtll（う（lal（・ulati（）Il（）fth（モbotllld  

1  

凸γ）＝裾2・  
扉  

（21）  

w上1e工・e   

to＝e叫，  

モノ＝e－勅＋e朝一 fo，1≦J≦3・  

（22）  

The optimaluIlitary Vis now obtained by maximiz－  

iIlgF（V）．Ⅵ毎needthentocoI血derthedecomposition  

Eq．（18），and then to maximize the r11inim11IllaInO11g  

the丘）ur eigenvalues of S（U，V）†s（U，V）．Notice that  
fj＝∑p勒eiOv，WhereHistlleHada111ardmatrix  

、
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（23）  

whicllis unitary，aIld coIISequeIltly ∑jrtj‡2 ＝  

∑jJeiOJ！2＝4・ThisiIllPliestllatmin溝妻≦1・WeIIOW  

Plて）VideacllOiぐeOfpllaSeSβJS11C土1ttlat‡項＝1k汀alり，  

achievingthemaximuI11fidelityallowed．ForiIIStanCe．We  

、弧takeβ0＝0｝β1＝打／2，β2＝汀）β3＝汀／2，CO汀eSpOIld－  

1mgtOtheelgenValuesl｝i，－1，i払rV．AnotllerSOlutioIl  

由鋸＝0，β1＝一打／2，∂2＝汀，β3＝一打／2，AIsooIle（凪II  

setβよ→－βト TIleeigeflVallleS（）fg（ぴル）†ぶ（U，りal－e  

t・heIll，1，1，1，While丘）rthe丘delitywehavc  

レ∈凶2， ダ主豊欝叩）＝＝， （24）  

aIldthecol・reSpOndillgOPtiI上1alVhaぷthe丘）rnl  

V＝叩［出芸（♂J、紬如潮叶（25）  
A possiblccil・Cuitschcnle forthe optiIllalVis givc王1iII  

Fig・1・   

Such盲delitv cannot be acllieved by aIlyl′of the  

COntrOlle（トunitary払rIl1   

2  

V＝∑減㊨椒）〈舶 （拙恢〉＝0、（26）  
ん＝1  
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t）γ（・（）Ⅴ山・i之1Iltlv（右肘1再上場tllぐplて）餅皿1油血り川1tさil工1（：illa．  

BvL正伸1iIlg11工1i†往ry†1・iLllバ良江IllとLti川はbvil餅（）tlい（！1じHl（血  

9∈SU（2）・WCWrit（血（）t）H（！l・ⅥLt）1（、t・｝t）叩）gl・aIll11e（1  

虹恥＝招〉〈室【吋wll肌用′‡≡（喜）由比1111i血ylrr仁一  

ti11ぐit）1（11・（モⅠ）l－（！H（！Ilt′iLti（）11（＿）f凱J（2）witllと1Il即11肌・1110Illじntt1111  

去、Wll拙！～LHtllCI）l・（）gral11Htat（さwi11hewritt＝ト捏上伸’y浦づ，  
ふitlり町′〉≡（J）…1i血yirr（血（皿！1、（叩H（血tio工1（）f  

凱J（2）（）IltlltlとL工1（：illil叩a（・（ミWitll肌1糾1とLl・111（）比1一雨tlIlり．  

AHalreadvIIOti（・t！（l，Without・1oHH（）f糾l（汀illit・yWt！CaIlal－  

W呵′Sぐ11OOHtltll（”t雨（！CTat；Pur（！．Ⅴ在willll（）WバllOWthat  

之1（）0（1（●11（加数）1■tll＝汀脾闇11Ht・ilt（！1日J＝両〉〈j，鉦  

＝、m〉）（1粗く）til咽れ1101・t′土10Ilt）1・工11山厄日i＝）ftさi酢工1がtatt霊Of  

ムilltl止さil・1■（止1（・it）1t11Ⅵ）l・（酢11t－ati川1Witl川11即11iLrIll（）Ill一肌－  

tt1111j・Tllt＝仙H（）1・1叩t－甘じ＝t仇ti仙（鴨㊤町′）≡喜㊨Jc皿  

h（！（l（！（・（）IllI）（）H（、（liIlt・（）tll（！（lir（！（：t甜illOf tw（）irl・t止1（・iblc  

l叩l醐1t血（）Ilパ圭昏り＝J十⇔J－、Wll（汀り土＝ノ士喜・  
R）1・†′11tゝP（）VhIFりf■†ノll（モ1）1・りgnL111111iLt）1（！（】t血（巾）l・wtさWill  

11軋∴軋＝Z十之LIl（1凡＝Z＿，g士（kⅢ）t血gtllt＝）rtll（）g（山と11  

Im）jtl（・tり1・011†111！illⅥLl・iiLlltHl机ぐt！圭一＝l・皿g＝血－111（）IlltmtllI11  

J士  

ノー  

凡＝ ∑lJ＋、汀減車mト   （：i（i）  

り一＝¶ノ†  

U山場い1t∋i工1V之⊥血工1（・U（り′歯l町凧（吋㊤昭一）＝凡，We  

（・tL11Wl仙tll（！Ⅰ）l・（）抑ull111川1P（）VMaHh）1lows  

illE（1．（11），Wlliぐ11t）川・り1山王バ  

岬・Q）く∑  
上  

2（1－‡仲′】lい†I′1・軌〉蓼2）  

2岬〈拙（l川lトl項t′）卜れト  こ・、′ラ∑、  
‘   

aIl（l冊iIlgt土1（！tT（≡Iu皿’si工1叫Il最ityhrtJ土1tモ叫肌1て！l・（）＝t・r山1い  

tioIIW（！11ilV（）  

卵P7Q）くノ茄iけも′一廿l帖・  （㍊）  

N（）WW（1Callalwayst；LkL）dHufh（：i一肌t・1ylill・gt”u（：11thzLtW（，  

（一皿CllOOH（！tllCd（）Ⅰ）t汀血Ⅲ・S（Wk）iIltll（，lulital・ytmIIS－  

た）1、I11ati（）IlぴiIIE（1・（2ボ）iIIHll（：11～LWaytlmt h＝皿（・ll  

裏Ⅴ川Ⅳt土1拙さis；11ww＝＝血t・i汀y叫）（さ1・iltOl・†も′んil⊥†′111－  

H（モt払rwIli（いβ和Ⅳ」′1㌦帖iHt）（）llm（l（モ（1t）yど・Tlliswill  

gual・allt・腔that丘）1・tllt！glV皿（）t）H（モ1・ⅥLt）1（！P（・Ol’r（！叩り11（l－  

iI嗜tOⅥ／tll㈹バ＝＝肌酔皿1Ht′と由良）1・t・11しl鋸1（肌t＝ll（・11  

thattlleP（）VMQiL（llliしⅣL！（il）y†llt！l）r（）gral11土工Iat）1（！（1（血（l－  

t（）ris（・1（）S（！tO th（：（k血涙＝Pl（！tiH‖1iulご．Tll（”ぐt OfとLll  

I）（瀬浴ibl（さ11Ilitれ1・y（）Ⅰ）t汀山01・パlViぶa（皿11Ⅰ）批t」111皿if（）1（1りf■  

り （l血1eI血0Il九＝m－－†1．Wモ110Wぐ（）Ⅰ血（it汀iL（：0Vel・il哨（）土■  

r tllel11aI此）1（1witllt〕山（）fl、～1（lillトr＝プ琵（・仙汀（！（1山  

tlleOI）（さrat．01・slγん．Tllh糾Ial・～⊥Ilt（さ（ラバtll払tとLllylI′wol11（1  

bewithiIladistaIIH，売froIllaIl（）t）（！rat（）1－一作whi（’11  

inturIばiInpli（さSth雨tll（！a（・（・ul・a（・yOfth（一Ⅰ）1・OgraIlullれt）1く，  

（kviceisbouIld（！（lbyEviaE（1．（：‖）．U血1gtllt，Ⅴ（）1u1111†  

∬与rノ↓  

V＝ テて首了昔日0川1（】九－（1iIll（さⅠ血…皿1相加tさ（Jfl・～L（1il払・r，Wt、  

obtairltheIluI11h（！l・OfhalhIl（…ltミ（1丘）l・t量1e（：OVel・iI堪（f（）1・  
St此cieIltly良川皿11E，（：（）1・1・eHP（）Il（li噂t（）tllt川ppく汀t刷lIl（＝■（Jl－  

the111iIlirl加11（liIll（！11SioIl（）ft．11（う㌢tIlぐilliL  

d抽）（汀恒り， （叫  

wIler（三代（m）isacし）11血山tIlat（頓刷（l＝）Ⅰ＝l・E（1・（こ拍）  

givcsaIluPl椚bou工l〔沌二）1・the（1iIll＝lHi（）11dwlli（・lliHl）（）1y一  

工10rllialvers11St・llea（・ぐura（・yE」・   

FbrqubitH，th（〕Obs（汀Val）1（！llnぷ（）Illvtw（川1tさ111｛，lltH，131＝  

悼〉〈嘲弧〔l旦＝】¢⊥〉〈れ】＝才一且，il11（ltIl（！（l山肌（・（！i11  

Eq．（10）ぐ皿tJ（∋eⅥ山at批卜鋸1alyt・i（、ally之畑山11（）Wト  

仇＝¶・一冊㊤Ⅳ如拙，州隼′）瑚   

＝吋n・一4肘机、J〉〈再l）畑鶴   

＝叫左，主〉〈喜，引十封書1一書〉〈圭，｛引）吋，  
（37）  

wll（！【（！肌11He（1th（）工11yIlO工1ⅦIlis上1iI唱 Clebsclト  

Gol血＝｝血油‡〈両㌻ほ，室〉…2 ＝1｝alld  l〈J十っノー一】主，一組再〉？＝互恵・Cl（皿・1y，Qu一風＝  

読TV最，一書〉〈喜，一打阜wll皿（℃紬…価哩tOE（1・（35）  

仙損：（・tlr～L（ 

． 

d＝2ど十  （調）  

wllt，r（！dぷt上1t－t）t）l111（l（：！4）woul（ll）t，（1u～L（ll，ati（・d∝E‾2・  
Sllblille之Lrgl・oWtl⊥（）壬’dvt汀トl浴∈∵1istlりt（！Ⅹぐ1tl（1e（liIl紳1－  

（汀とLl，t）11ti＝1りtI）佃昌it）1（！払1・tlltさⅠ兄℃バぐ血Ⅰ上1r）（kl・  ∂（P，Q）＝Ⅰ比aX2ln・tβ（且→軌肛  （：情）   

Asregar（ls r10W the pl・ograIllIllahilitvofallP（）VM’s  

（i．。，iIICltl（liIlgt上1ell（）IlOrt土10g。11al（（ミS），j11StllOti（・C  

thatonejustIleCdstobeahletoprogl・al11Ol11ythc（，Ⅹ－  

trernalPOVM，siIIJ？，L、SiIICetheir（・OIIVCXCOIllt）iIlatioIIH  

wi11correspondstomiⅩiIlgthepl・Ogral上IStat・eOrtOrall－  

doIllly（：土100血1gaIllⅢ1g（ii鮎relltdet（モ止0Ⅰ・S・Tll叫血1ぐt！  

theirIllaXinlunlnuI土1bcrof（）tltC（）IlleSisn2、thet3ⅩtrCl11al  
POVM，s havc Naimark，試（三XteIはioIltO Oh騨rVablesiIldi－  

nleI血0Il†12，WlleIlぐeW（！al・t！re（111ぐe（1tot・lle（：狼さ（）fI）1－0－  

graIllIIlat）ilit・yOfqbserⅧt）1esirl（1iIlle抽i仙れ2・   

Ⅵ屯willIlOWglVtうaI）rOgl・arllI11i血1e（1血（：t…・払1・（1しIt）i七日  

thatachievesaIlaCCuraぐythatislincariIld．Fbl・tlleaIト  

Ci11awetはeagenCri（てd－diIIleILSional（111aIlt・11IllHyStモ叫aIl（1  

rclabclthc（liIllenSionintll（うaIlg111arrllOIIleIltllmfaslli（）ll  

d主2ブ＋1．TlleideaisIlOWtO（leHigI＝＝）ど（）gr礼mIll止1e  
dctectorinwhichthell王Iital・ytl・aIIH良）rlllati（）Il（！Orl・C叩（）ll（l－  

iIlgtOthcot）Ht汀Vable（貧〉iIIE（1．（ニiO）iHI）rOgml11I11tうd  
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Abstract．WeconsideI・pr（二）babilisticcIol1111gllelpedt）yal）aXtyllり1dillg叫）Ⅰ）1（モ111e11tIaryillforl11ati（）11．WllCll  
thenumberofstatesistwo，We畠110Wthatthebest（亜ciellCyOfprodu（・illgm（・OPiesiHalwaysad血vc（1bya  

（l 

1（ 
11ulllberofstatcsexcee（1stwo，Wegiveexal111）1csi11Whicllthebest（ゝfhci（モ11（・yiH11（）ta（一hi（モⅤ（モ（1（1V（111ifw…11（）W  
aIlyaJ11OuntOf（二）11（、－WayClassi（1alcollulluIlicatiollfrolllthehlpillgparty■  

Keywords：Pr（）babilisticcIollillg，Str（）11g（、rlltトCl（）l血gtlleOr（モ111  

1Introduction  

T土1e iェ11pOSSibility of（1〔加rll血i如iぐ Clollil唱（）f  

IIOnOrthogonalpure statfモSis weuknowllaS tllell（ト  
CIoni11gtheore工11［1，2］・Theb（モStOneCandoistocarry  

Out Weaker tasks，SuCh asal1（）Willg the coplCS tO be  

inaccu∫ate【3，4，5，6，7，8，9，10］，Or乳1lowiIlgafa鉦1Ⅰ・etO  

OCCurwitllaIlOllZerOprObability（probabilisticclonillg）  
［11］・Another waytoenablethe clonillgis toprovidc  

SOl上1e hintsintllC丘）rlllOfaqualltulllStatC．Jozsahas  

COrlSidered【12］howllludlOrWhatkilldofsul）PlelllClltary  

illhrmatio11 

． 

払r any mutual1yIlOnOrthogonalset of origillalstates  

（恢丑 whenever two copiesl軌〉座i〉 are generated  

WiththehelpofthesupplemelltaryiI血mlation6i，thc  

State恢〉canbe generated h、Oln tlle SuPple111elltary  

inhrmationβialone，illdependentlyoftheoriginalstatc，  

i．e．，  

恢〉㊨疏璧㌘ l捌ゆ豆〉＝睾戌 
q里㌘ 
l軌（1）  

Where CPTP stands払r a completely－pOSitive trace－  

preservingmap，implyillgthatthetrans払rmationcanbe  

dolledeterministical1ylThisresult，dubbedthestronger  

ll（トClonlllg theoreln，illlpliestllat thesupplenlentaryiIト  

払rmationInuStbeprovidediIlthc丘）rlllOftheresult恢〉  

itself，rathertll鮎1allelp，therebyobliteratillgthelleCeS－  

SityofthecloIlillgtaSkitself．   

Aninterestingquestionoccurrlllg hereis whetllerWe  

Can丘nd asimi1arpropertyillthecaseofprobabilistic  
Clonlng WllenWeaSk howmuchiIICreaSeintlleSuCCeSS  

probabilityisobtained with thehelpofsupplel11entary  

i撼〕rlnation．Suppose that the success probabihty of  

Cloning tllei－th state座i〉without anyhelpis7豆・If  

We are directly given a right copy of state恢〉with  

probabilityqi，thesuccessprobabilitywouldiIICreaSetO  

7：＝qi＋（1－qi）7i．HencetlleCOunterpa∫tOfthestronger  

no－Cloning theoremin probabilistic cIoningwi11be the  

illlpli（凪tioll   

／  恢〉㊤βよユ恢〉恢〉  

＝⇒βパ㍉恢〉，怖〉」」怖〉恢〉（2）  

witllr′f＝飢十（1一飢）7i．Ill（Jth（甘・Ⅵ几）Ⅰ血，itilllpliestllat  

tlle best usage（）f th（モSul）pl（モ111entaryillれJrlllatiollis to  

l）rObabilistical1ycr組tCaCOl）y14）i）fr（J工11it，illd（モ1）（tlldLモ11tly  

（JftlleOri裏1血hta・t（ゝ．  

Iftherc ar（さ（㍑症旺漕Wllere thc al）（）VCin1‡）1icatiollisllOt  

true，it駄）11owstllat tllCSupPIcl11（！ntaryil血rlllatiullCaIl  

help（氾rectlytheproccssofthecl（mi11gtaSkinthosecases．  

Tllen，thelleXtqueStiollWi11betoaぶkwllatkilldofin－  

teractioIISll（）uldoccurbetweclltllCHupl）1enl（mtal・yiI止）r－  
111atioIla工1（ユthe（）rigiIlalil血rl上1a．tioll．  

Inthispaper，We（旭11SiderprobabilisticcIonillgOflllu－  

tua11ynonortllOgOIlalpurestateswheIISupple111elltaryln一  
払rmatiollisgivellaSapureState．Wbprovethatwhell  

theIlulllber of tll（ゝpOSSible originalstatesis two，the  

abovein1plicatiollistrue，11alllely，tlleSupplelllentaryin－  

formationonlyservestoprovideacopywithanonzero  

probabilityandit doesnot dircctlyllelptheprocessof  

theclollillg．Ontheutllerhalld，WhellWehavel11Orethan  

twostatestodlOOSefronl，theab（）Veinlpli（：atiollisIIOt  

alwaystrue．Tbseethis，itisco11Vellicnt・tOa占SullletWO  

parties，AliceandBob，reSpeCtivclyholdillgtheoriginal  

in払rmationandthesupplenlentaryill払rlnatioll．Ⅵ屯give  

examplesillWhichthereisagap betweenthee氏ciency  
When Bob only conllllunicates to Alicewith aone－Way  

Classicaldlannel鋸1dtheef鮎iellCyWhelltheyfullycoop－  
eratethroughaqualltulllChaIulel．   

Thispaperisorganizedas払Ilows．InSec．2，WePrO一  

videde丘nitionsandbasictheorenlSuSediIllatersections．  

Wediscuss the two－State prOblelllinSec．3and prove  

thatthepropertysimi1artothestrongerllO－CIoni11gthe－  
Orenlholdsinthiscase．InSec．4，WCgiveexalnpleswith  

threeormorestatesandsllOWthatthereisagapbetween  

the success probabilitiesillthe scellarios with dassical  

COnlIllunlcationandquantuIllCOlnllluIdcation．Section5  

COnCludestllepaper．  ＊皿aQ叩pi・t・u－tOkyo・aC・Jp  
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2 Probabilistic trans王brlnation theol、elII   

Tlll・Ougll（）11t tIlliト1叫）（、1・．W（l（・り11hi（1（lril（・1ilトト（，fl山～卜  

ぐ11ill（lバtll雨（・り11（111（・hl）1・りt）と1t）iliゞti（・tl・iul品）rll損ti（）11りfill－  

l）utl）ur（リtat（、Hillt（川11tl）11t・1）ur（一StiLt（、H■ Wt、（1（、11りt（ll）y  

冊▲〉エl町1′ニ1‥‥：′バ＝丑山1ill（血vil堪tll（、ⅧりWil噌  
1）rOl）（甘抽バ：（i）Itl一汁（11V（－HiL（1tl～Lllt11111抽1†（l心～山illl川上  

iul（11・（モttl工ュ18a（111とLllt11111バt・はt（、ilバとul（）tlt・1）11t，t（椰t・11（、1・Witll  

（）11ぐbit（）f（・1iLHSi（：alりut11）ut・ill（li〔・雨illgWll（1thげt・11（，trallSM  

丘）rllla血）1111iub（㈹1H11（・（・（▲S浦11（汀11（）t．（ii）Wll（モ11tll（－ilト  

1）tlt（111allt・11111血t」（liバl¢カ，t・11（モtl・氾1撼∬111iLt－iollパ11（・（廿（1バ  

Witllp工・（jbal）ility↑い氾1（ユtll（l測（てぐ（モボ正ulりl叫川tパt～血iパ  

l動〉．N（血tll血i＝11（l（）11t・1）11tバt血いHtl恥〉川Jl－11バ皿（｝ト  

tll（）11（）rl拙d鮒t・，11山11（モ1y，（∀ま，J）（（動十輿〉＝∂り），tll（、111～1一  

ぐ11ill（1ぐ甜1・i（当O11t1111汀111l）igu（）11パ（1i甘Ⅰ・illlillil・ti川1（）ftll（lバ（・t  

‡l軋〉）witllバ11（で（、桔1）Ⅰ－し）t）止ilitiuバl7‘）・   

Alle（・（，HSary沌11（1測丑（・i（、11t（l（）11（1it・i（）111●（）rt・11＝、Ⅹist（、11（・（L  

（）falll山1ill（1（l勘〉ユ㍉l勘〉）た＝L…，′Jis裏Ⅵ、11l）y血hト  
1（）Willgt・11…工・（1111，Wl山て11（：氾1l）（11）1・りⅤ（さ（1l）y之Lhill⊥ihrwily  

aぷiIltl腔pr（）l）之山iliHti（・（・1（）11il唱t・11（ゝ01・川1恒・D11～tllilll（1G11り  

【＝ト  

Theoreml：耶…㍗r血わ＝M〃ノ血il動〉 －⊥  
l動〉）‡＝1，…再げ肌山河再〃仙丹肌用刷削ぬd血血  

IP（哀）〉（豆＝1 ，…，㍑ト9′肛／ん加ま〃ぇ㍗〃は直也㌧X－、庁y＼庁  
血神助加鋸刑叫帥鉦・〃イ酬一方‥ニー〈乳性鉦y：＝  

【〈動十勘〉〈P（隼卯）〉］肌dr：＝（1座（71，72，…，「化）α作  
柁×柁mα≠れ／即．   

Wllelltll（モil山i山血t・（、iパぐ11（）バ（111壬●1・り111tll（lバ（lt′†悸封  

WitllPr（）L）abilit・yP”W（ゝ111iW（1｛tfillぐtll（）OV（1rallバ11（で  

probability7t。t（）fと＝11aぐIlill（、aH  

7tノ。t：＝∑抑‡・  （：i）  

‡   

Illtlliバぐa町W（ゝ（・all（1（ユfill（、†・11（11Ⅲ血11111111＝11＝・（lパパ1）1・りl）之ト  

bilityっ・tl，tnl往Xiは  

3 ProbabilisticclonlngOftwostateswith   
SuPPlementaryin董brmation  

Ill†11ilH什tiり拭Ⅵ7（l（・l）1血1（lユ、tll（甘心（、Wll（11・（－りjl（lユ山成（lい／J  

（・（）1）i（、い）fHt～1・t（、トi】机〉、け2〉）witll山▲11（111）（｝士■叫）1Jl（1111（≠  

tILl・yild’・｝rlll～ltiり11illtll（、fhr111りfl）tll（、htiLt（、hiId｝1〉、l¢コ）I．  

Wl止（）Wtlliltiti…1w岬＝）（Ltt（11・tりtl・yfirht†ll（11）1・り（111（・－  
t′iり111）f†H－1（・Ul）l（、トりf山＝Jl・i再11illillil）1111ilt－i‖11土■1・り111tll（ゝ  

皿1）1）1（、111日止氾・yillflll・1川It・i‖11‘11（）11（㌧汀吊（、1）（111（1（111tlyり土◆tll（・  

（）1・i由1心血t（、、Wlli（・11iHillll）1i（、（＝）yt・11（l士l）11りWi叫り11いt）r（、111  

（tll（11）1・り（）土■り111it・t（l（1）：  

Theorem2：〝〟けJ㍗（：．Jイ．由比J／〃〃ゾ諭〃ノ  

lけ′〉ld′卜1⊥サトり’′…トニ1．コ、  

仇‖＝鮎〃㍗n・止hl川侶・／J山（  

il七・′〉lげ… 〉′ニ1、2  

（川Jαm“ノ高〃ノ   

JT  

i】¢′〉⊥再㌦′′い叩11′斗J  

・〟．！豆仇  

っノダ」－（1－1・ノブれ1≧1′（豆＝1、2）．  （（り  

汀tll（用‡・廟11山il血1・1山雨iり11jバ11（、1（ユlⅣAli町舶1dtlユe叫）－  

1）1（1111（油11・yill士1）エー11之1・tiolll）VB（）b，Tll（1（）r（！1112illlpliestllat  

†一11＝）1）†・illlとLll）ぐ1・土t）1・111皿ぐ（、iい1・1wとり付批・11i（lⅦ（1j11日tbyolle－  

l）it（：l山南（：iLl（・（）11ulll111i（・iLti（）11fl・（）111BobtoAli（：eaH払11ows：  

B（）l），Wll（）1）0甘沖㍑草江当tlle叫）l）1（、111（ユ1舶rystat（ミl¢f〉，鮎st  

l・、111川1（モ111血11川d上〉恢〉伽－1 ）た埴弧（lteus  

Ali（・（lWll（1th（ゝrtll（lt，1・izLIw之LHHll（・（・ぐHSfulorllOt．IlltlleSuC－  

（棋正111ぐ心（ゝ，Ali（・（lj11バtl（1aV（一日ll（汀血teiゆわ鮎itis，弧（1  

11（t11（・（ゝtll呼止血illm（・（）1）i（、Hillt（Jt・al．IfB（）b’satt（モ111Ptha占  

f扇1（】（1，Ali。（11・、111Stll（1111a（・11ille腑〉l軌〉帥）た1，。．  

Th（lt・Otals11（・…パ 

． 

Tll（l（Jr（11112，Wや腑t・11雨tll（1山（）Vel）rUtOぐ01i…バgOod鮎  

氾Ⅳ＝tl把rl）ー（Jt・（J（・｛）1illWlli（・11Aliぐ（！とも11（1B（）t川）1111111Ⅱ1iぐat・tl  

tllr（）l唱11qualltulllぐhallll（心．N（）tぐthatwllCn（恢〉1i11－  

ぐ111d錯1101血r（Jfi（1ぐ11ti（胤ht～1佃†1illl′－▲→∝軌悌J〉侶＝∂∫J  

ll（山1バ放）1・皿yi≠J・H（111（：（、illt・11eulllit”－→∞血  

11以心1ぐモ（恢〉lめ‘〉ユ」軌〉紬）たL…，〃d払（雨Ⅴ（▲1y（・arI・iぐH  
仙t ullとullbi即O11S（1i甘血11illati（jll（）ftJll（ゝゞet（l軌〉l仇〉ト  

Th亡T（An）r（l、illtllislill山Tll（さOrell12rel）rO（lu（・eHthcresults  

irl［呵，11aユ11（、1y，lo（・扇01）（ユratiollSとuldぐ1aぷ昌iぐ山ぐOflullu－  

11i（・atiollaCllieve昌tll（！global（）l）tilllalityofullal11biguous  

（1i鉦京11血沈ti川1（）f皿y拍礼）pt汀el）rU〔1uぐtSt・礼t（モSWitharbト  

tI、甜yal）rit汀11）Ⅰ・（）t）at）ihty釣・   

Whelltlleinitialstatcl車i）t4）1〉iscll（）S（！nwithproba－  

bilitypl，it＆）11o耶frol山Tll（！Or（モ1112thatth（－1ilaXi111uIll  

ovげa11successpr（）babilityisadlicⅥ！（1bytllCab（珊tⅥト  

StepprOtOぐり1・R）ra叩eぐi扇ぐ鮎（tOfplニp2 

． 

allHuC（・e∬1）rObability7totrLl＝u：CallCaぶilybecalculate（1by  

（jptilll血11g（71十Ⅵ）／2（珊rtlle工鞘i（）n血Cor（山揖－yl，弧d  

it，iHf（）tlll（1t（）t）ぐ  

∑   
上  

p∠7よ，  （4）  7t（1trllilX：＝111ilX  

l↑▲‡  

Wheretll（モ1IlaXillltllllist．～血JllOV（汀idl（皿11l）illと山（）11バ（1・ム）  

銑）rWllicllt．11er（le裏Htバall此1血e（l動〉エすl動〉）d，…，′い   
WhelltlleIlu111berofpoメバit）leillPut紬此Sist′WO、WC  

ぐalleXpliぐitly（1et（1Ⅰ・11血e t」11ei虻11ievabl（！Ⅰ、f料）11（↑ト72）  

丘0111Theor（、1111（tlleprO（）foll山te（1）：  

Corollaryl：上山恥．：＝ t〈¢1】◎2〉l肌dり刷t：＝  

l〈町戦〉卜撤作血ねαγ′損亡磁化（悸£〉上ゝ‡軋〉）た1，2  
勘助山呵再hl≧0，72≧0，肌d  

柚冊恥十恥utV『石≧0．（5）   

WhellTlin＞恥．1t，th仁！regioll（71，72）dct（｝rmi11（さ（1by  

Eq．（5）is convcx、礼Ildis b（）ullde（1byth（11ille71＝O，  

theline72＝0，an（lthe cul・ve Sp（モCi丘（吏・by tllC Cqual－  

ityin Eq．（5），Wlli（・hぐUl111e（：tS the poilltS（71，rY2）＝  

（0，1一塊）弧d（71，72）＝（1一塩，0）‖1r（）uglltllぐp（）iIlt  

71＝72＝（1一恥1）／（1一恥。t）・Whell恥≦恥。い  
71＝72＝1sati撼鵬Eq．（5），エ1alll（モ1y，a（1ctげ111illistic  

I‡1肛血1eil動〉⊥l鶴〉）溺，2血sts．Notet．hatE（1．（5）  
Still丘）rbi（1sre裏011SOf（71，72）closeto（1、0）鋸1d（0，1），  

re鮎ctingtheill（1istinguisllabilityoftll（モtWOi11putStatCS．  
1－lαβl  

7tL抽X‾ト伸  （7）  
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Wh（甘CZ≧0．Tileil111（汀1）rO（1u（・tt）（，tW（1‖1a11yl）air（）ftll（！  

st雨ぐSiゞgivHlt）y   

〈〃・£l損〉＝ヱ［恒－2）エーW2両⊥1貯］（1こi）  

丘）r豆≠J．Tlleri油t－11illl（lHi（1ぐi雷光（ゝr（）れ）Ⅰ・ヱ＝t），氾1（1iゞ  

－1／いl－1川）rヱ＝1／㌦ホ⊥1）・By（－011tilllユity，W＝（モ（－  
t．11at良一riulyα∈ト1／（和一1），0い11ぐr（、（、Ⅹi納札H（ゝt・（）＝1  

110rlllaliz（、（1statcsi‡FLj〉）j＝1，．‥，，L mtisfyillg〈〃il朽〉＝Ct  

丘）Ⅰ・豆≠j．   

Now we c（丑はi（1er al）r（）bl（モ111（）fl）r（）（1u（血gれl（明）i（†ゴ  

ー）f乱State dl（）Sellr礼11doll11y（pJ＝1／柁）鉦0111tll（1Set  

（肋〉）ブ＝1，…，′もSa′tis村illg   

〈¢潮〉＝α＝一肌0＜l叫＜）（14）  

払rとuly豆≠j，（皿二11it（：（・（）111l）illli（、（1t）y皿1）1）1（ゝ111（†1山11・yi止）ト  

111礼ti（）‡1i廟〉）ノ＝1，…，′′㍍atiH士すil哨  

whereα：＝ 〈4，1J4，2〉andβ ‥＝（Ql14＞2〉・Corollary  

lds。Sll。WStlleぬt。11。。（）rallladli。。佃〉  

頼豆〉帥‾1）i＝1，2Witll  

1－1βt  
ぜ＝7ぎ   （8）  

1－lα】’nl‾‾1  

弧d乱1ma血。㌣什れ〉ゆげ′川）た現With  

l一蔓αl  
7ヂ＝7ヂ＝∴             1－lα卜′71   （9）  

He工1Ce，uSlngthesel11aChinesinth〔！tW（｝－St仁一pl）rOt（）COl，W（1  

0btaiIla皿0VerauSuCCeSSprOba・bility  

ぜ＋（ト伽ヂ＝壬‡  （10）  

which c（〕illdd錯With≠血1aX．Fbr（－aぷeSwitll酢11（、ral  

（pl，p2），itisevell（1i蝕－ultt（）工■（11）r㈱11t7tt】加XflalleX－  

Plicit丘）rn1，butTlleOrell12statesthat7t。t，rlaXIHalw叫揮  

acllievedbythetwo－Htq）pr（）tL）（、oIA   

4 Probabilistic cloningwith supplemen－  

taryin払rmation for three or more  
StateS  

WhelltheIluIIlbcr（）f thf，PO融bl（ミStat（1Sis three or  
nlOre，Theorell12isIlOtalwaystrue，aIldthereIllayeXist  

abetterpr。t。C。1tllanj。Htr。1ming111aChin（1S梱〉  

帥－1 恢〉）瑚．‥，rland佃〉4恢〉帥）翔…ル勒  
Willgivc机1dlallCXampleilltl血sectioIl，andalsoshow  

that a sollleWhat stronger stateIllent hol血aboutllOW  

the suppleInentaryandtheoriginalinformat・ionshould  
becornbinedtogivetheoptimalper五）rlllanC（！．Fbrthat  

purpose，WeaSSumet・hattwoseparateモ（1parties，Aliぐealld  

Bob，havetheorigillalinformation座i〉andsuppleIllell－  

taryin払rmationI4・i〉，reSPeCtively・W白doIlOtCareWhich  

Ofthepartiespr（〕（1ucestlleCOPies，aSlongastlleyprOduce  

mcopiesofI擁〉intotal，11alllely，thetaskissucccssful  

wbell  

l軌〉。l¢j〉β→l軌〉望竹｝‾た恢〉望た，（ま＝1，2，‥．，柑），（11）  

払ranyintegerk．Ⅵ屯collSidertwoscenariosdependiI噂  

c）11theal1owed colllnlu工Iicatiollbctwee11Ali（・e alld Bob：  

Scenario（Ⅰ）：Alice andBob can use a olbe－Wayqua7L一  

丈・比汀乙C厄㍑陀eg。触mβ0占ねAg豆比．  

Note that tI血sceェ1arioisequivakさ11t tO thecase where  

a single party having both tlle Originalzuld tlle Sup－  

ple工11elltaryillformationrunsanlaChine（怖〉1¢i）ユ→  

座i）紗m）i＝1，．‥，n，anditssuccessprobabilitiesaredeter－  
minedbyTheorenll．  

Scenario（ⅠⅠ）：Alicc andBob canuse only a one－  

CねぷβねαJcんα†meg如〝iβ0むねAg宜α，  

Notethatthetwo－StepprOtOCOlinthelaぶtSe（：tionisi工1－  

Cludedinthisscenario．Inwhat放Jllows，WCCOIIStruCtan  

exalnpleshowingagapbetweellthetwosceIlarios．   

Considerann－dil11ellSionalHilbert space，andchoose  

al”rthonormalbaぷis（lj））j＝1，‥．，，いLet11Sd仁膚nenllOト  

nl誠zedstates（1損〉‡Jニ1，…，れaS払1lows：   

l〃j〉：＝Ji二締2けトヱ∑回，（12）  
よ≠J  

1  

7l－1  
価l¢J〉＝β＝－  （15）  

丘）r arly豆≠J・Bot・11S（雨（jr血偏，l勅〉）J＝1，．‥燕aⅢ1  

（廟〉）J＝1，…，侶eXiゞtt）（さ（：auバ（さ止1eyar（モ叩fモ（・i～山iばeSOfthe  

＄et（一拍〉）j＝1，‥．，化al）0V（モ・   

Let7fご～－11壬1Ⅹ弧d7fごエまIaXbe血111血11111111（JVeralllJrOb－  

abiliticsinSc（モ11之u・io（Ⅰ）alldillS（：（tllari（）（ⅠⅠ），r（霊pCCtively．  

Wc HllOW tllat鋭）r ally n≧：ia11（1allym≧2，tllereis  

agapbetweclltll（一tWOS（・Cllarios（っ′i言1max＞7fごムLax）払r  

Suffki（！11tly皿1all（butllOllZ亡汀0）‡αト  

First，W（，derivcalowerboull（1k，r7：｛ミ1Ⅰ．、aX，Writtenas  

1一周lαl 乃－1－lαⅠ  
持1aX≧  （16）  

l；・伸章▲ ＝1－；いl′り   

Thiゞrelati（JllCallbepI・0Ve（1viaTlleUT（モ1111witllI動〉＝  

t軌〉l¢よ〉弧（11動〉＝恢〉帥  

Next，WCderivea11upperboulldo117：！∴ミ1aX．Ⅵわuse  
the払11owi11gl仁1111111a（theproofolllitte（1）．  

Lemmal：CoILSidtr alinearlyindependelLt＄ef  
諦扉朗（－せ1〉，l申2〉，…，仲托〉），肌dα†ム0兢げ＃e≠扉ナ＝ね£e占  

（l⑩1〉，l◎2〉，‥・，l◎化〉）弧呵如喝  

rt  

∑叫町＝0・  
曳＝1  

（17）  

〝わ≠0，兢ピ化壱い㍑い汀とα（紬e（t軋〉一㌔l動〉）た1，…，れ  
血統¶＞0・  

I11theproblelllathalld，tlleSetOfstatcs‡l軌〉朗）is  

linearlyilldependent丘）ralWilltegerk≧1si11〔・モItheeigeIト  

valuesoftllenXnlllatriⅩ【〈擁l砺〉k］ar（1Olllyl－αk＞0  

弧dl＋（†l－1）αん＞0．TlleSe用¢雀〉）satis鮎s∑ヱI¢曳〉＝O  

Since∑j，ブ（裾恢〉＝乃＋氾（和一1）β＝0・Tll叫靴Seefrom  

LeInnlal日1at弧yllla。11i。e佃〉笠恢〉離）姉．‥，γ1b鮎  
zerosucぐ郎SprObat）揖ty，ぜ＝ぜ＝…＝ 7だ＝0．In  

Scenari0（ⅠⅠ），this fa（：tinlPlics thatallofthemcopies  

must be prod11Ced byAlice、and Bob’s roIcisju雨to  

PrOVide classicalin丘）rIllatioIlt・O help Ali（・（モ’s operation・  

Hence，Wearea山）WedtolimitBob’sa（†tiolltOaPOVM  

meaぷurement（EJL‡apI）1iedtol血illitialstIatel¢i），prO－  

vidingoutc（JmeFLWitlll）rObabilitypp［i：＝〈¢ilEpl¢i）・  
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Aquan七umprotocoltowinthegraphcolouringgame  
Onal1Hadamardgraphs  

DavidAvisl＊   JullHa紙gaWa23†  ⅥJSukcKiku（：11i3‡YuuyaSaHaki2§  

1上）epα†加椚よ≠扉Coγ叩・混まerg（：血ce，肋C豆Jg彷血e7－扇旬，明鋸圧加血相軸，凡才仇か・仙い小南町  

C（上乃αdαガタAβA7  

2上）epα拍m納まげCo仇p現存汀－ぶc血ce，G用血α壬eぶc加ogげムゆ門托α血γえ∫（‥血ceα7ムd勲c／肌0わ甜，  

me乙れ血腫rβ和好7b毎∂，γゴーJ肋γ桝，β肌毎〃tた叫乃た〝βJJ・ツー〃〃甥J叩肌  

：ミ飢‡ノ1r（ノり亡丁ル小′イ．．J∫ソ1仇川・〃′）l描狛・ナノ′J〟′′′〃、仇川〃・・バーご♪し・ナ・仇丁止J√トム′′t Tl車ノ√，什HJ侶∴・／りノけ…   

Abstract・ThispaperdealswithgrapllCOIourillggameS，alleXalllPleofpseudo－telepatlly，ill   
whichtwoprovcrscaIl（：（mVi11CeaVerifierthatagraphGisc－COIouチ、ablewi1ereCislesstllalltllC   
chrolllaticnu111berofthegraph．TheywillthegameiftlleyCOnVlllCetlleV（lrifi（汀・Itiskl10W11   
tllattheplayersca11rlOtWirliftlleyShareorllyclassicaliIl良）rlllati”l，bllttll（，yCa11WillillS（）111e   
casesbysharillgelltallglelllellt．Theslllallestk110WllgrapllWlleretllel）1ay（，rE｛Wl11intlle（lualltulll   
setting，butnotintheclassicalsettillg，Waぷ払ull（1byGalliard，Thppa11dW）1fall（1llaS32，768   
vertices．Itis ac（〕mleCted conlPOllent Oftlle Hadanlard grapllGN WitllN＝C＝16．Tlleir   
protocolapplicsonlytoHadanlardgraphswhereNisapowcr（）f2・Wepropo紺aPrOtO（：（）1tllat   
appliestoal1Hadal11ardgraphs・CoInbirlCdwitllareSultofFhL11kl，tllisHllOWStllattllePlayers   
canwino11allyinduce（1subgrapl10fG1211aviIlg1609v（，rtic（モS，witllC＝12・ColllbillCdwitll   
aresultofFtaIlklandRodl，OurreSultsllOWStllatallsu伍（加11tlylargeHadal11ar（lgrapllSyi（モ1（l   
PSeudo－telepatllygameS・  

Keywords：graPh colourirlg ga111e，pSeudo－t（ミ1el）athy，Ha（1a111ard graph，qlla・11tulllChr（）111atic  
number  

Thl）Ⅰ）［1］，ClevqH勒凹∵mller・all（1Ⅵねtr（棚［3］）・Ill  

a9rYIPhcolourilLgyame，tllerCar（，tW（）l，rOVerS，Called  

AliceaIl（1Bob，a11（1averifi（！r．AgrapllG（tlE）a11〔l  

aiIltCg（，rCisgivelltOAli（：ea11dB（）b．Alic（LaJldBob  

agreeouapr（）tOC（）1tocollVillCetlleWrifi倶tllatGis  

c－COIoura．ble．Tlle Veri鮎rfitlll（1fia∈V to Ali（：C a11d  

SeIldsb∈Vtc）Bobs11Ch tllat a＝b（）r（a，b）∈E・  

Alice and Bob arellOt P（さrl11itt（，d to collll11ullicate  

afterreceivi11gaa11db．Ali（：（一紙11dstlle（‥01ourcAOf  

atotlleVerifierall（1Bobs（！11dstlleCOIourcB（）fbto  

theveri鮎r．Alic（モalldBobwillifa≠balldcA≠cB  

Ora＝ball（1cA＝CB，alldl（泊eOtllerWi錐．TlleyWin  

thegallleiftlley（二O11VincctlleVerifi仁！r．   

ThecllrOnlati（・1111Illbcrx（G）ofagral）llGisthe  

tlleH111allestll11111t）（lrOf（：OIourstllat（：allbeassiglled  

tovcrti（・eSSll（・hthat11（）tWOa（如拙11tV（・rticesre（：eive  

tl－e弧n（判lotlIl・Ifc≧x（C）tll畑utll（汀（l血抽arO－  

t（）COltowi11WithprobabilitylbyusillgaCOIourlllg  
OfGwithc（二OIours．Otherwise，Ali（：ean（1Bobcan－  

IlOtWinthegamcwitllprObabilitylusi11gClassical  

mctll（Jds［2］・Usi11gSharedenta11gleulellt ho哨さⅦr，  

therearcgraphswlleretlleyCallWini11thissitua－  

tion．TheHadanlardgraphs，d（血Ie（lbyIto［9，10］，  

IJr（JVidesuclleXalllples．   

Let N ＝ 4k for arly pOHitiveint（粁r k・The  
Hadalnart19ruPhGNisdefinedaぷtllぐgraPhwhose  
vertexset鞠＝iO，1）Na11dedgesctEN＝（（u，V）∈  
t矧鋤（叫ル）＝Ⅳ／2），Wll〔モre弛（叫U）111eaIISHa仙  

I. Introduction 

Itisknown tllat quantunlel－1tarlglel11ental1（）WS  

払raphellOnle11011Cal1ed匹把udo－telcl）athy，thatis，  

two parties pretelldto be e11dowedwitlltelepatllic  

POWerS，aS（1escribe（1iIlaSurVeypaPerbyBra5Sard，  

Broadbenta11dThpp［1］．FbrtwopartiesAaIl（lB，  

apairofquestioll（qa，qb）∈QAXQBaregivenaIld  

then a pair ofanswer（aa，ab）∈AAX AB are re－  

turned．Inaninitialphase，thepartiescaflCOrllIllu－  

rlicatewitheach otherandsllar（モiIlhmlat，iorl．Iftlle  

Parties share a11eIltaIlgled state，theIlthissettiIlg  

iscalle（lsharedentaIlglelllellt．Inthe錐COIldpllaBe，  

tllePartiesarellOloIlgerallowcdtocol土1nlullicatiorl  
witheachotherbe払rerevealillgtlleiraIISWerH．The  

Parties winthisinstance，ifaa＝ab⇔qa＝qa， A  

l〕rOtOC（）1issuccessfulwitlll）rObabilitypifitwillSany  

illStallCe thatsatisfies tlleprOlrlisewitllPrObability  

atleastp．Thisexcllallgeiscal1edapse・LLdo－  

9ameif tllereis a protocolthatis successfulwith  

PrObabilitylwith shared e11ta11glement alld doef＄  

not admit such a proto（：01thatis successfulwith  
PrObabilitylwithoutsharillgelltanglelIlellt．   

The graph colouring ga111eis alnleXalflple of  

a pseudo－telepathy galrle（Brassard，Cleve and  

＊avis（むcs・mCgill・Ca  

†basepyon駄s・S・n－七Okyo・aC・〕p  

‡kl加止i¢qci．jst．go．コp  

§y－SaS嶽i¢is・S・n－tOkyo・aC・〕p  
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Sill（：（lX（G4）＝4，G4i8王10t alj㈹11〔l（トtel叩atIly  

糾111e WitllC＝4・Si111il氾・1y，G8is11（｝t a・Ⅰ）ぷeu（lo－  

t（ゝ1叩atlly ga111（lWitllC＝H■ Huwever we willse（1  

tllatHiHal）fie11（l（トt（、1（）l）atllygalll（一witllC＝12・   

3 A protocolwith probabilitylusing   

QFT  

Illtllis H（！（：ti（）11W（モeXt（111（ltll（さt）ど（）tO（：（）1by Br揖卜  

占は1・（l，Cl（lVぐ～111（l乱川）［2j．Tll（血Ⅰ）rOt（）…1∈モ1111）loys  

tllC（1uautllulHtLda111ar（ltrallH＆）rlIIWhilc（）urr）rOt  

（：（）1elllPl（）yHtll（！（111alltu王11R）t11・iげtI皿1S長Jrln（（）FT）  

witlla11y（）r11（≠Wlli（：1川礼11b（、〔モⅩ払出1y（1り11ei漕∬11川Vll  

t）yMos（‥a皿（1Zれ1払［11ト   

W＝1（，fiCl・ib（”Ll）rOt（）（・01H11（：11that Ali（ニC alld Bob  

wi11tll（！gr叩11（：（）l＝lrillg糾I11（・（）fGNwitlll）r（）bal）il－  

itylwlmぐ2γいl＜N≦21l．I11thisl）r（）tOCOl，Weu錐  
tll（1駄）11（）WillgtW｛〕Ol）（・rati（棚QFTNaIld昂i：QFTN  

iHagen（汀塩Iqua11tul11Fburi（モrtl・a11S＆）rlllwitllOrder  

Ⅳ，11（）t11（l（ニ（モS組rily2れ，（l（端11tl（1aぷ   

QFT〃：・宜〉→ 
（1）  義刷，  

wh（！ど（，u＝叩（鞘芦）・MoscaalldZalka［11】sl10W  
tllatthisQFTwithally（）rd（，r紬11beper払rmedex－  

actly・Tll（！OPt汀ati（）11f㌔isal）h亜CHhiftcorrespond－  

illg抽tll（、乞－tlltJit（）fa11ill‡）ut絨riI哨J  

月Ⅰ‥l申→ト1）～▲甘  （2）  

（）tlI・1）rOt（）（：（）111aパ払u工・如q姐 Ali（：tモalld Bob（胤1  

COI11工11ullicatcwitll（，a（：11OtllCratOlllystepl・  

Stepl：Prepareinitialstate仲AB〉  
IllStCI）Ⅰ，Alic（laudBobl）rePare2n－（l11bits［O）伽⑳  

IO〉伽▲Alic（，11df；tllearStγ叫ubitsall〔1Bobllaぷthe  

蝕（n11d．AliccBr雨al）Ⅰ）liesQFTNtOll（モrN－qubits：  

（3）  

・0〉伽川柳Q禁鳥妄冊〉・  

BobtheIlaPplieミSCO王1trOlled－NOToperatioll只tOllis  
n－qubits witllAlice7s qubits as colltrOl（1ubits fhr  

SharlIlgtllCinitiale11tanglementstatcs‥   

（4）  

義若柳〉＝悔〉・  

Step2：Applyphaseshift島t andfLi  
AlicealldBobcoIllPtlte  

（糊冊直義妄卜1）摘伸〉・（5）  

111illg（1istall（：（！（）ft＝ul（1仇 軋址1～⊥11山I・（1gl、叩11S～汀ぐ  

reli止e（1t（）Ha山…1ilr（1111と1t工・i（：（1日，Wlli（：11a∫eallil叫Jt汀－  
ta11tObject（）f如IldyillC（）111t，illat（）11i（：S，（判）（†（：iallyd〔ト  

siglltll（モ（）Ⅰ・y（e．g．，He（！Stilは011［12］）・011（ラ（）fⅧ1eOp（モ11  

l）ど（）ble111Sisto（l糾：idt，Wll（，tll（一Ⅰ・駄）rCVeryk，tll（、rぐCX－  

iHtS aHa（la．111ar（1111atrix（）foI・（1ぐr4た．   

WitllSllar（モ（1eut揖1glclueut Brassar（1，Cl（モV（！au（l  

nLPP［2】sllOWCdtllatAlic（，alldBobwi11tllCgral）ll  

colourillgg皿1eWitllprt）babilityl払rG2†la11（1c＝  

2nbyuslllgtlleD（！utSCllJ（雌ai）rOtOCOla11（lby告ll之Lr－  

i11ga11e11tallglcdstatc．Arcsult（）fFta11kla王IdRo（11  

阿（Thc（）rellll・11）i工11PlicHtllat駄）ralllargc（！11011gll  

れ，X（G2け）＞2れ，alldso舶ylllptOti（‥山1ytllegalllei∬  

alleXalllpkモOfaけ服udo－t（一Icl）atllyga111e・Galliar（1，  

rmppa11（lⅥblf［6］抽ow（，dtllattlliswi嫉alr（，a（1ytll（，  

C継e丘）t・¶し＝＝1611冊1g軋ra．tll（汀u）nlt）1ic札te（l（‥（）111bi－  

11atOrialargulllellt・TlluHtll〔！gI明）11（‥（Jl仇IrlIlggとLl11（－  

払rC16a．11dc＝16isaI）S（ミu（l（）－t（！1叩血11ygallle．   

Wb cxt（！11d tlleSC reSultsirltllis と）叫）（！r t（）all  

HadaIllard graphs．Illtll（！11eXt紺Cti（）11We Stat（1  

kIIOWIlreSultH O11thc cllrO111atic nulllb（汀Of thesc  

graphs．InSectio113，WedesigIlal）工て止OCOltowi11the  
graphcolburlIlggamek）ral1Hadal11ar（lgraf）llwitll  
PrObabilityl．CoInbing tll（酬reHultsitis sllOWll  

thattllegraPhcol（）urillggallleforG12witllC＝12  
is a p錐tl（1（トt（叫）atlly gallle・mrtlle工ュ110Ⅰ・e tl血k  

thesmal1est valucofN forwllich GNisapscudo－  

telepathyganleWithc＝N，andthisllOlds丘）rany  

inducedsubgrapllWitllatleastlO69vertices‥Thc  
co11Cludingscctionpr（，POSeSade丘11itio110fquantulll  

chromaticnulllberaIldgivessollle（）Ⅰ）ellPr（）blerllS．   

2 Chromatic number of Hadamard   

graphs  

ItiseasilyseeIltllatX（G4）＝4an（lIto［1O］provc（1  

X（C8）＝8．GiveIlagraf）h G＝（隼且），tlle血壷－  

peγと由比e皿mあeγOfttlegraph，derlOte（1α（G），i∬ttle  

Car（1inalityoftllClargestsubsetofverticessu（：llthat  

notwoofthemarejoinedbyaェ1Cdge．L（モtP≧3be  

弧Od〔1prinle，曾≧1，紬dた＝p曾．針弧kl［4】血（）We（l  

that   

4たl 

α（G4た）＝4覧（J）＜芸・   

Whenp＝3arldq＝1wegetα（G12）＝268．All  

elenleIltaⅣreSult ofgraplltlleOryis tllat X（G）≧  

γl／α（C）・Tllere丘汀eX（C12）≧4096／268＞12・In  

fact GN COIISists of twoidenticalcolllleCted com－  

ponents，eaChhavi11gindepeIlde11Cenurrlberhalfof  

thatofGN．LetHbeanyind11Cedsubgraph，having  

1609vertices，OfoneofthecoIlneCtedcol11POrlentSOf  

G12．（Illanillduced首ubgraph，tWOVCrticesaread－  

jacentifa11do111yiftheya∫eadjacelltirltheorigirlal  

gr叩11．）TtleIIX岬）≧1609／134＞12・  
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Theorem3 了ツん（ノ 〃γ岬ん 川g…両明 〃化〃J′▲．／ンJT 

／Jり・Jり川り／√ト／川ノ′／ノ（∫－い′こ／・、り／州′J・／＝－／′／り′り／／りりりJJり 

JJ・／／／＝・－・l／J，ノ1りり〃川＿二：ミ．  

Tll（、hl山1バ仇t（、111（111t（）ftlliHt√11（lり1・（、111tlバ（モパt，11（11・…l11†  

u‖軋皿kl仙（1R・り（11囲ul（、11ti（）11（、（lillS（、（・tiり111．   

4 Concludingremarks  

I11tlliHI明）（、r，W｛ゝll～Ⅳ（1（l（＊LltwitlltW（）l）arty（・iu（l  

f●＝・tll（－（1tl揖1tl1111（・り1川IriI将帥111ぐ，ItlllWl）（▲illt（、Ⅰて、Hト  

illgtOillV（雨igat（）tll（！111111ti－l）arty（：～LH（、王t）r（1u～L11tlll11  

（：‖1（）llrillg糾111｛l・   

Tll（、（：11Ⅰ・（）111i出（・1111111t）tlI、X（C）（）h周明坤Giバ（ゝ（111れ1  

t，（）t．ll（ll11illil11111111111111l）ぐー（）f tモ（1lollrH Hllぐ11tll雨．Aし  

i（・（l～Ⅲ（lB（）l）Willtll（、gl・叫）11（：（）1（jllIう11g gれ111（l良）Ⅰ・C  

WitllI）l・ot）al）ilitylwitll（）llt HlliLl・（l（l（）lltzL11gl（、111（lllt．  

P心血永H～椚l（－モ11【1血Ⅴ血（l（…l11111111i…ti（）11】Hll甜（、抽l（1  

W（一〔1（血l（ユtll（！（1uallt－1111（‥11r（）111～lti”l111”l，（11・XQ（G）  

［Lf；tll（！111i11il11111111111111t）（，r（）f（：01（）urtiH11（・llt．11at Aト  

i丹比ll（1Bりl）Wi11tll（lgl、叫）11（・01u111・illg糾111（、王t）Ⅰ・C，  

llHlllgHll～1r（l（1（さ11ta11gl（！lll（）llt，witlll）r（）t）～Lt）ilityl．It  

i＝（髄yt（）＝（l（、tllatXQ（C）≦x（C），仙（1tll（11）腔－1（1（ト  

t（、1（モl）at，11y糾明）11（、りl（）ll血唱糾111（、iH（：（）11腔rll（、（1witll  

gr坤11HwitllXQ（G）＜x（G）・Cll～汀a（血riHillgHll（：11  

gl・ILl）11SGwりI11（ll）eil血r・（融illgfl・（）111t）Otlltll（lHtall〔l－  

l）Oillt Of（lualltlllll（：（）111111ulli（：atiollall（1（）f（：（）111t）ilけレ  

t（）Ⅰ・i（霊．Wlla．tiがt虹slllall（一日tHll（：11gI明）11■′   

R汀H以1比111aI・（1gr坤11バC伊，tll（ゝreiH～汀IeXl｝0一  

腔11tialgaI）t）（ltW（Ⅵl（llltll（）（：lll・（）111ati（：1111111l）（lra11（ltllC  

（lualltulll（：llrO111aticlllllllt）（，r．Whatis tLll（11argcst  

H11（：tlga－1）舶ahlllCti（）11（）ftllelll1111t）ぐⅠ・りfv（、工・ti（：（モ喜Of  

G■′   
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l〔－川／什ル丁・仙ノ）／り／．、′（・いイんか一丁…f′り′l  
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加餓ぬ叫C明か・γ血，鋸ブタ5，乙げA  

Abstract．Ⅰwi11talk about quantul11dlaIlIlels wllicllhave nlany SeIl（lers orItlaIly rC（・eivurs．As HuCh  
Ⅰ  1r・  

Ofclassicalin払rIllationtheoryonbroadcastaIldIIlultipleaccesschaチlIlels・Fb（：uSwi11bepla（：edollChan工1CLs  
払rwhichsingle－1ettercharacterizatio11SOftheira占SOCiatedl・atcl・cglOIISaL・cObtaiIlablc．   

ClaudeShannoninitiatedthestudyofcolllInuIlicatioIl  

theoryasanabstractmatheI11aticaldiscipliIle・Bymodelq  
lngCOnlmunieatioIl（血annelsusirlgCOIlditiorlalⅠ）rObat）iliq  

ties，itispossibletoobtaiIlathcc）ryWhich，inmaIlyCaSeS，  

rcasoIlablymodelsthcunderlyingphysicsofthecoIllnlu－  

nicatio土1r11edia，While akoleadiIlgtO arichInatheInati－  

Calframeworkwithwell，POSedprobleIllSaIlde111ighteIling  

SOlutions．Inthis areaofresear（丸IlOWadays kI10W11aS  

“Shannontheory，”thecentralthe工11eisthatofproving  

Whether arbitrari1y good codes exist which sendiIlfbト  
mation at aglVCIlrate．MatheIllatically，this aInOuntS  

toprovingwhetherornottherecxistsequencesofcodes  

achievm9aparticularrateofRbitsperchaIlneluse，1n  

thesensethattheprobabilityofadc（・Odel・CITOrCaIlhtぅ  
nladearbitrarilysmal1，at aPOtelltialcost ofrequlrlllg  

lllany Charlneluses．Tile bot＝1dary betwce上1aChievable  

arldIlOn－aChievableratesis the capacityC ofthe chalト  
Ilel．The capacityis aIleffi（血1tlycomputablefunction  

OfthetraI血tionmatrixp（yb）ofthe cllanIlel，aIldhas  

asimplecllaraCterizatio王1a占tlleIllaXiI11111IlOft上1elllutllal  

iI血r111atioIlbetweentheinputaIldoutputofthechaIlIlel  
OVerallprobabilitydistributio王1SOntheiIlputSyIllboIs．   

TheextensioIlOfShannoll’siIlitialtheorytochaIlnCIs  
withpossiblyma叩SendersandreceivershaBbeencalled  
rlCtWOrk ShannOn theory．Fbr a generalsuch chanIlel，  

thereareamultitudeofway盲iIIWhichitcaIlbeused to  
distributein払rrnatioIlfroI上Ithe se11（1ersto thel・eCCivers．  

While工10SOlutioIltOthisgeIleralproblenliskllOWIl，thcre  

is alal・geliterature oIISiI11Ⅰ）1ervcrsionsoftheprobl（さⅠ上l．  

山上10ヱ1gtlleSe，tWOOftlleI上10St CeI加all・eSuユ帖a王・et土10Se  

OI＝11ultipleaccesschanIlels［1，2】andbroadcast止aIlnels  

軋   

AmultipleaceSSChaIlllelp（zkr，y）withtwoscllders  

a上1dasillglerecelVerCanbeused，払riIはtanCe，tOSendin－  

dependentiI血r工natioIlfromeachserldertothereceiver．  

The pairsofnonnegativerates（Rx，RY）at whidlthis  

Canbedoneiscalledacqpac軸1℃gWn，Whoseboundary  

isaIlalogc．ustothesingle一皿el・CapaCitydescribedabove．  

Fbl、agenerictwo←dinle工廠c＞nalcapacityrcgion，COI血de  

thepointsinR2underlleathtlleCurVepicturedinFig－  
urel．Thispicturerevealsthetradeoffbetweentherates  

atw土1ie土1eaChserldercantrallSr11itreliably．Naェnely，ea（：ll  

SCIlders rateisnlaXiIllalwheIltheother，siszero．Fbrthis  

reason，theboun〔1aryofthecapacityreglOrlisre鮎rrcdt（）  

餌a血deqぽcl上門吼  

“‥‘ノ ul－′一 策丈′さ u’’′8 ル少’  

Figul℃1：GeIlel・iccapacityregioll  

Abroad（：a5jt（・11all此1p（y，EIx）witllOIl（士SCndばalldtwo  

rec（三ive工、s（‥ambe11S（う（lto占用（la（Ⅵ11111011111eS占aきざetObot主1  

receivcrs，aSWellas（Hay）ap（！l・S（Hlalb贈（lorevcIlprivate  

O王1etOO工1（ラOftllere（崩vers．ItispossibletocIlallaCteriヱe  

thecapacityregio工IOfpairsofratesatwhich机1Chtasks  
are posボiblei11a Silllilarllla11rltlr aS With t・he HlultipIc  

acctさSS Chaェ1IICl．Irlthis talk，Iwi11dis（：uSS WOrkthatI  

havedolleiIlthelastyearorsowithIgorDcvetakand  

Patrick Hay（k皿Whicht三ⅩtCnds tlleSt3earlv rcsults froIn  

thenetwol・kShallnOllthcol、ylitt！ratul・tltOthequarltuIll  

do111aiIl【4，5，6，7ト   

WheIlqualltunlphysicsdolllinat（！Sthepropertiesofa  
Channel，thereplaceIllentOfcoIlditionalprobabilitiesby  

（肌11pletelypositive，tra”ミpreS（！rvi11gIllapSyiel（1s，0Ilthe  

OIlelland，IllOrel・e鮎1t！（1ぐ11とLIlIl（三＝工1（）（iek，鋸1doIltlleOt土1er  

hand、thc ability t・O PrOVe（：apa（・ity thcol・eIllS Whiches－  

SeIltia11yiIICludeearliel・（：1assiealresultsassp（！ぐialcases．  

AssuchquantuniChanllCbcanbeuscdtotra．nsmitcla点－  

SicalandquaIltuminhrmationatthcsanletillle，thereis  

aclassicaトqualltuIlltradeoffcurveassociated witheach  
Channel【8トUsiIlgniIIStaIICeSOfagivench鋸1nel，Send－  

1ngClassicalinfbrmatioIlat arateOfRbitspcrchannel  

useamountstoeIlablingthereceivertodistinguishasct  

ofof21LRinputpreparatiorはarbitl・arilywellviameasure－  
ment．ⅠIlthistalk，Ⅰwi11foct18（）lltllt3SiIllplcstofthcmany  

equlValeIltIIOtioIIS Ofquanttl工11COIn工11uIlicatioll：Ilamely，  

thatofgeIleratinge土1tangleIllultaCrOSSthechannel．The  

憬erSOfthe†lC上1anllekare組i（1toダeれe和之ee穐ね†と＃geme†もf  

at mteQiftheyareablet・0ぐ1・Cat，e、11SiIlgthechannels，  

astatewhichisart）itral・ily（・loH（さt（＝＝血eQ  
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Duali七iesin quantuminformationtheory  
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Abstract．   
TⅥ）qualltunlin払rlllati（）nl）rOCeSSillgPrOtOC（）1Har（ゝSaidtot）C（1ualu11d（！エ・rぐS（）urぐ（！汁Ⅴ（、rSalift・11（モlで－  
SOtlrCeSCOnSumed（gen（汀ated）inoneprotocolarege11erate（1（collSulll（！d）illtllCOtller．Wj（1（lfill（1qu～ultuユ11  
二ー－一 

二‡三＿二 

（FF）protocolandthe“fullyquantuⅡ1reVCrSeShaユ111Oll”（FQRS）protocol．Moreover，thLモ“fully（1ua11tulll  

e  

SlepianrWblf”protocol  
relatedtoFFbysourc  
dualities．  

Keywords：qua11tulnink）rlllati〔｝11thcory，tilllC－reVCrSal，HOurCeCO（1il哨，Cllalul（11codil堪，r（tゞ（）urぐ（ゝi11叫1～正  
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鴨：月月1→月2βp（汀丘）Ⅰて11（モdbyBol）；it叩p工・0Ⅹillla加1y  

tr弧SforlnS（¢餌β）幽明illt．（）（やJほ）如all（1Lれ／2J（A；軌♪」  
ebitssharedbetwee工1Alic（、alldB（）b．Th（うtilllerCVCrtialof  

thisprotocolinlplenl蝕tStlleFQR′Sres（）ur（‥（！illequality・  

u：S→AB，and tlle圭ちOali8tO div（trtit emtirely to  

Bob．AproblcnlOftlLiskind，thequantul11Slepian－W）lf  

problelll，WaS鮎stsolvedin［9トThercsultof【91is雛n  

山izediIl【101totlle郎g尉官㍑α7血γ托gJ坤血湿一Ⅵ旬げ（FQSW）  

illequality，Whi（血rcads  

〈〟g→Aβ：〆〉十1／2J岬；A）車【甘→曾】  

≧1／2J（A；旦k匝引＋（idふ→カ：〆〉，（12）  

wllere  
¢餌β＝（J月⑪〟ぶ→Aβ 

）¢郡  

andpLLS＝Jp）〈plttSisapul・i鮎atior”fpS，Cf・（6）・   

SinceI通ither AlicellOr B（Jbll乱Ve COlltI・0lov（うr th（！  

Source，（12）holds when apphed to pS，givi1哨tlle  
t（motller”illequa翫yt2】   

〈〆柑〉十1／2J（R；A）摘→仔】≧1／2J（A；β）車【掴】，  

Whichconcernsquantum－COrI皿tulicatio11－aSSisteddistil－  

1atioェ10fe11taエ1glenlentfro王flO・AB＝uS→AB （pS）．   

Duality＃2：FFis related to FQSW viasource－  
Channelduality．TheFFinequality（9）nlaybecolll－  

bined with SchulladlerCOulpreSSion（3），tO give，after  

CanCellationoft、ern迅，  

〈〟月′→Aβ‥〆′〉＋1／2J（月；A）勺由→曾1  

≧1／2J（A；月k如】＋〈idd′→点‥〆′〉．  

ThisisachanllelversionoftheFQSW，Obtainedby払r－  

mal1yreplacingSwithA′！恥rt，fertotl血phenoInenOn  

出β純化e－C′氾ⅢほJ血α～軸．ItlthecaぷeWtlereAisIluu，tbe  

inequalitiesreducetothetwoeq11ivalent払mnulationsof  
SchumaChercompression；in general，however，the two  

areinconlparable．Thisobservationshe血王1eWhght（｝n  

themysteriousmother－fatherduality【2】，aStl通1IIOther  

andfatherinequalitiesstenlfromFQSWamdFF，reSpeC－  

tively．  
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［11】C．H．B（，llll（モtt，P．W・SllOrJ．A．SlllOlill，A．Tllal）－   

uy止IEEETl・il山．Illユー．Tll（、（）Ⅰ－y4臥2fiニ汀（2002）  

【121〔＼E・Sll～11111（）11，B（111Syバ．¶、（・11．・†・27，こ汀9（1伽拍）  

【叫D、Sl（11）i叫・丁．K．W舶，IEEETl・～1・11バ．Ill土■・Tll（l（）ry19，   

471（1り7ニi）  

Wl（）t）軋汀Ⅴぐilll111（、‘1i雨（、1ytllilttll（、Ⅰ・…（）tl工で（う王・ぐⅥモ工・浅山（．1tlitト  

ity＃111（）1心．   

Tll（－（亮蛸壷皿1all几1り即1（ゝ（）rF（〕SWiH，11（）t H11rl血流1gly、  

t∫11（、（）Ⅰ東ill礼1Sl（、l）血トW）1rt・11（侶r（、111rl坤  

〈（ズy）バ→ズ．4‡1ゴ〉十〃（Ⅹly）tc→C】  

≧〈（ズy）バ→（∬y）ノけ   

Tll（”yll1111（rtryiH11OW t）r（）k（111illa（1i鮎ユ・C11t W嘲With  

月（▲（）11t胤illiI哨il（、叫）yl）f Aβ，乱11d tll（、r（モiバ11（）b注油f（）Ⅰ・  

（1tl～山i（モH＃2all（ユ＃3tり11り1（1．   

Conclusion．Ill…1111皿ry，W（111と1WillV（ゝSti即t（！（1tllIで（l  

、（醐Irぐ｛、ill叫1抽i（、バ‥F（）RS－FF礼11（1FQSW・Tll（モS（1之u一（、  

1叫）1（1111（、11t（モ（1t）yV∬i山i（）11バ（）111）Ⅰ・りt（）ぐ（）1＝Ⅹ11it）itぐ（1（壷（l－  

Wllere、Viれ†11e払（1（1il哨（）ffrlぐ（1t）iけk…・1）1れ（・il鳩rt！止riぐ症）11バ  

011dl鋸111ぐ1i叩11t・H．Allt・111・仲illVり1v－、（Jllly〔・gO＃だd（111～ultuj＝  

r（、SO11r川ゝS，111組mll唱tll札t．t・11鮮（、i＝1（）1111Ⅹユ1嘱Wit・11乱11t111りlト  

seI・ve（1（、11ViI・（）11111（）11t、b11tn止11e工・11（）1トtlうviiddi血Ⅰ弛11ti（）11（）r  
（1u乱11t11111ill軋）Ⅰ・111血i（）11肌11し叫り11el）r（血卿血血．Witlltlliボ  

Silllplificati（）11，ab㈹utifulstru（血1r（、（1111（，1即S（触u・（∴i）：  

FF乱IldFQRS払Ⅰ・（げela上代1bytll（モrC削Jur（tereWrSaldllど山  

ity＃1；FFa11dFQSWarぐr（，1at（！dl）ytllf▲H（）ur（1（ト（モ11iulll（11  

duality＃2；FQRS餌1dFQSWれrer（ミ1atedl）ytllf－tilll（、  

rcversalduality＃：i．AIol唱tlleWtl・yWel）rOvi（1（モill軸l山  

illt（）theぐ1i触rel肌＝）（、tWeellSし）11rぐ（㌔と111d（ニ11alllltモ1cl）（1il隠  

the11u）thcr一払thcr（1uality［2］，alldthcbrcakillg（）f”1）11－  

rifica点011Syllllllet・ry”illCl札SSiぐ礼1il血rlll血i（）11tlltt川y．   
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AnApplicationofEntanglementtoLeaderElectioninAnonymousNetworks  

SeiichiroTもni12＊  

1〃7TC甜l椚〝乃血血〃∫c∫g乃どど山あ∂托〟∂′・血〃7TC∂甲β相加乃  

j－J，叔βrj乃0∫〟招－1砲たd椚J舛力∫〟gf，助乃〟g〟W〟2∠≠ゴーOJタβ，ノ呼〟乃  

2丘RAアロe昆β乃J脚ZCb〝甲以加わ〃朗〟ノゆ〃〃〟血乃PJ可どぐJ，∬r  

肋乃g（）W加g助iJ♂加g，∫－2β－j〟∂乃g（），β〟乃ゆβ－れ乃桓βノJj－00jj，句）〟〃  

Abstract．ItiswellLkr10WnthatnoclassicalalgorithmcansoIveexactly（i．e．，inboundedtimewithouterror）the  
leaderelectionprobleminanonymousnetworks．Recently，theauthorprovedincollaborationwithKobayashiand  
MatsumotothattheproblemcanbeexactlysoIvedwhenthepartiesareconnectedbyquantumcommunicationlinks．  
Acertainkindofentanglementplaysacentralroleintheproposedalgorithms・rnlispaperfbcusesonapplying  
entanglernenttotheleaderelectionproblem．  

Keywords：1eaderelection，quantumCOmmunication，entanglement，anOnymOuSnetWOrks  

1Introduction  

Quantumentanglementplaysacentralroleinquantumin－  

formationprocesslng．1tiswell－knownthat，withpriorentan－  

glement，n／2－qubitcornmunicationisnecessaryaJldsuf6cient  

totransftrann－bitclassicalmessage．Inquantumdistributed  

COmputlng，Whichconsistsofquantumcomputationandcom－  

munication，entanglementsometimes rnakescommunication  

muchmoree托cientthantheclassicalequivalents．   

TYlequantumCOmmunicationcomplexityrnodelArstpro－  

posedbyYao【17］hasbeenextensivelystudiedareasinthe  
fieldofquantumdistributedcomputlng．Inthestandardset－  

ting，tWOparties，WhichareCOnneCtedviaabidirectionalcom－  

municationlink，havetofb1lowacommunicationprotocoloT・  

distributedalgorithmtocomputevaluesthatdependinsome  

Prede貧nedwayonbothoftheinputsgiventothetwoparties．   

TYle gOalismimimlZlng the number ofcommunication  

（qu）bitsormessagesbetweenparties，eVenthoughthelocal  

COmPutationtimerequiredmaybelarge（excellentsurveysare  

fbundin［8，5】）．Someofthemqjorresultsareasfbllows：  

thereexistsaneXPOnentialgapincommunicationcost【4，ll］  

WheninputsareaSSumedtomeetsomeprede危nedcondition，  

WhilethereisacasewheredlegaPisquadratic［1，12］when  

eachoftheoutputsisthevalueofaBoolean血1nCtionofthe  
inputs・rmeCOmmunicationcomplexitymodelcannaturally  
beextendedtothemultipartyCaSe，fbrwhichtherearealso  

SeVeralstudies［6，3，7］・Sincethecommunicationcomplexity  

modelisof（enusedasJuStarnatherrlaticaltooltoana）yzethe  
amountofresourcesrequiredbyothercomputationmodels  

SuChasBooleancircuitsandthe7厄ingmachine，mOStaP－  

Plicationsofthismodelassumethatdleunderlyingnetwork  

topoIQgylSaCOmPletegraph，i・e・，eVeryPartyisdirectlycon－  

nectedtoeachoftheotherparties．Anothertradidonalre－  

SearCh area ofdistributedcomputing（WeCallthisresearCh  

area‘廿aditionaldistributedcomputing”）invoIvesthemathe－  

maticalanalysisofproblemsthatariseinpracticaldistributed  

COmPutlngenvironments，WhosenetworktopologleSareeX－  

tremelyvaried．   

Recently theauthor，tOgetherwith Kobayashiand Maト  

SumOtO，Showed，byglVlngPOlynomial－timeexactquantum  

algorithmsfortheleaderelectionproblem，thatquantumdis－  

tributedcomputlngViaentanglementisdistincdysupenOrtO  

theclassicalequivalentinthesettingoftraditionaldistributed  

COmputingr13，14】．   

rmispaperreviewsthealgorithmsin［13］，anddiscusses  

afutureresearchdirection・The）eaderelectionproblemis  
acoreproblemintraditionaldistributedcomputing，andhas  

beenstudiedfbrdecades（See，e．g．，［10】）；therearem且nySitq  

uationswherepartieshavetodecidewhichpartyshoulddo  

SOmetaSkinordertosoIvedistributedcomputingproblems・  
Thegoaloftheleaderel∝tionproblemistoelectaunlque  
leader什omamongdistributedparties．Obviously，ltlSPOSSi－  

bletodeterministicallyelectaunlqueleaderifeachpartyhasa  

unlqueident捕er，andmanyclassicaldeterministicalgorithms  

WiththisassumptlOnhavebeenproposed．Asthenumberof  

Partiesgrows，however，itbecomes di餌culttopreservethe  

unlqueneSSOftheidenti鮎rs．Tnus，Otherstudieshaveexam－  

inedthecaseswhereinthenetworkisanonymous，i・e・，eaCh  

partyhasthesameident泊er［2，9，15，16］，aSaneXtremeCaSe．  

lnthissetting，nOClassicalexactalgor仙m（i．e．，analgoridlm  

thatrunSinboundedtimeandsoIvestheproblemwithzero  

error）existsfbrabroadclassofnetworktopologiesinclud－  
ingregulargraPhs，eVenifthenetworktopology（andthusthe  

numberofparties）isknowntoeachpartypriortoalgorithm  

invocation［15】・Moreover，tOthebestofourknowledge，nO  

ZerO－errOrPrObabilisticalgorihmisknownthatworksforany  

topologyandrunSintime／communicationexpectedpolyno－  
mialinthenumberofparties．   

rnlek町tOSOIvingtheleaderelectionprobleminananony－  
mousnetworkistobreaksymmetry，l．e．，tOhaveatleastone  

pairofpartieswhoseclassicaIstates訂edifftrentfromthose  
Ofeachother・Inidally，allpartiesareeligibletobecomea  

unlqueleader・Wtcanreducethenumberofeligiblepartiesby  
atleastoneeachtimeeligiblepartiesbreaksyrr皿etry：ifsome  
eligiblepartyareinstateOandothersareinstatel，thenonly  

thelatterpartiesarea1lowedtoremaineligible．Forthenump  

bernofparties，theycanelecttheunlqueleaderafterbreaking  

SyⅡ1metryn－1timesamongeligibleparties．Weca11aclas－  

Sicalstri喝Obtainedbyconcatenating（thebinaryeXpreSSions  
Of）allparties’classicalstatesamongwhichatleasttwostates  
aredi飽rent打omeachother‖inconsistent”．Ourcontribution  

istodevdopquantumprotocoIsthatprepareaSuperPOSition  

Ofinconsistentclassicalstnngssharedbytheeligibleparties  

inboundedtimeandwithouterror・Thisimpliesthatdigi－  
blepartiescanbreaksymmetryby汀妃aSuringsuchsuperpo－  
S摘on，andthattheunlqueleadercanbeelectedinbounded  

timeandwithouterrorbyrepeatlngSymmetrybreakingand  ＊tani＠theory．brl．nt亡．CO．〕P  
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alenttothesituationinwhicheverypartyhasthesa＝1eiden－  
tifiersincewecanrqgardthelocal／globaJinfbrmatiいnOfthe  
PartyaShisidenti鮎r．IfmessagepasslnglSperfbrmedsyn－  

Chronously，SUChadistributedsystemiscalJedi）・nL．h7tmOuJ■・  

TTleunitintervalofsynchronizationiscalledaIT）und（See［10】  

払rmoredetaileddescrlPtlOnS），   

Nextwedelミnethele・aderelecli（）n（LE）pIVb［em．Suppose  

thatthereisadistributedsystemandeachpartyinthesystem  

hasavariableinitializedtoO．T厄taskistosetthevariableof  

exactlyoneofthepartiestolandthevariablesofalltheother  

PartiestoO．lnthecaseofanonymousnetworks，Yamashita  

andKameda［15］provedthat，ifthe“symme－tricity’’（de再ned  

in［15】）ofthenetworktopo）ogyismorethanone，LEcannot  

beso）vedexactlybyanyclas8icalalgorithmevenifallparties  

knowthetopologyofthenetwork（andthusthenumberof  

nodes）．Infact，L－symmetricity”ismorethanonefbrabroad  

Classofgraphssuchasregulargraphs．   

Whenthepartiesinidallyknowonlytheupperboundof  

thenumberoftheparties，theresultbyItaiandRodeh【9］im－  

PliesthatLEcannotbesoIvedwithzeroerrorbyanyclassical  

algorithm（includingtheonethatmaynotalwayshalt）．   

3 QuantumLeaderElectionAlgorithmI   

Forsimplicity，WeaSバumethatthenetworkissynchronous  

andthateachp∬tyknowsthenumberofparties，n，PnOrtO  

thealgor仙minvocatiorLItiseasytoBeneralizeouralgoridlm  
totheasynchronouscaseandtothecasewhereonlytheupper  

boundNofthenumberofpartiesisgiven［13］．   

FirstweintroducetheconceptofconsistenTandinconsis－  

tentstrings．Supposethateachpartylhasac－bitstrirlgXL．  

Thatis，thenpar［iessharecn－bitstrlngX＝XIX2‥・Xn．For  

COnVenience，WemayCOnSiderthateachxLeXPreSSeSaninte－  

ger，andidenti抒StnngXLWiththeinregeritexpresses．Given  

asetE⊆‡1，・・・，n），Stringヱissaidtobeconsitent？VerE  

if3：L hasthesame valuefbra111inE．OtherwISeXISSaid  

tobein（・OnSistentoverE．Vkalsosaythatthecn－qubitpure  

State陣〉＝∑1．αrlx〉sharedbythenpartiesisconsistent（in－  

COnSistent）overEifctl≠00nlyforx’sthatareCOnSistent  
（inconsistent）overE．Further，forposidveintegerm，Wede－  

notethestatethatisofthefbrmof（fOr′L）＋‡1川〉）／V5，bythe  
nt－CatState．   

3．1TheAIgorithm   

¶1ealgorithmrepeatSOnePrOCedureexactly（n－1）times，  

eachofwhichiscalledaphase．lnidaIly，allpartieszu－eeligi－  

bletobecometheuniqueleader．Forma11y，eVeryParryhas  

Variablestatus∈i“e＝gibJe”，‥ine＝gibJe’’），Whichindicates  

WhetherthepartylSeligibleornot．Ineachphase，thenum－  

berofeligiblepartieseitherdecreasesorremainsthesame，  

butneverincreasesorbecomesヱerO．A氏er（npl）phasesthe  

numberofeligiblepartiesbecomesonewithcertainty・   

Eachphasehasaparameterdenotedbyk，Whoseva）ueis  

（氾〝云＋1）inphase豆．Ineachph誠eわl飢且壱⊆il，．‥1柑）  

bethesetofalllssuchthatp∬tylisstilleligible．First，eaCh  

eligiblepartypreparesthest虹e（lO）＋ll〉）／＼乃inregisterRo，  
whileeachineligiblepartyPrepareSthestatelO〉inRo・Next  

everypartycallsSubroutineA，fbllowedbypardalmeasure－  

ment．rrhistransfbrmsthesysteInState，i．e．，thestateinaJI  

parties，Rosintoeither（fOJ軌り＋lll瑚））引0叫E・r〉／＼乃or  
astatethatisinconsistentoverEi，Wherethe触tlEilqubits  

eligiblepartyreduction．   

ThispaperCOnSidersthequanturnmodeJ（i・e・，eVeryParty  

CanPerfbrmquantumcomputationandcommunicationand  

eachadjacentpairofpartieshasabidirectionalquantumcom－  

municationlinkbetweenthem，butpartiesdonotshareany  

priorentanglement）・Bothofthetwoexactalgorithmsin［13］  

elect aunlqueleaderfrom among npartiesin po］ynomial  

timefbranytopologyofsynchronousandanonymousneト  
WOrks．Vhanalyzethealgorithmsintermsofseveralcom－  

Plexitymeasures：timecomplexity（i・e・，themaximumnum－  

berofsteps，includingstepsforthelocalcomputation，rleCeS－  

SaryforeachpartytOeXeCutetheprotocol，Wherethemax－  

imumis taken over allpar［ies），COrnmunication complex－  

ity（i．e．，thenumberof（quantumklassical）communication  

bits），androundcomplexity（i．e・，thenumberofsimultaneous  

messagepassinginsynchronousnetworks）・Thetwoalgo－  
rithmshave theirowncharacteristicsinterms ofthese com－  

plexltymeaSureS．Morestrictly，OurnrStalgorithmrunSin  

O（n：‡）time．Thetotalcommunicationcomplexityofthisal－  

gorithmisO（n4），butthisincludesthequantumcommunト  

cationofO（n4）qubits．7breducethequantumcommunica－  
tioncomplexity，OurSeCOndalgorithmincursO（n6（1（即も）2）  

timecomplexlty，butdemandsthequantumcommunication  

ofjustO（n21ogn）qubits（plusclassicalcommunicationof  

O（n（i（1ogn）2）bits）・WhileourRrstalgoridlmneedsO（n2）  

rounds ofquantum communication，Our SeCOnd algorithm  

needsonlyoneroundofquantumcommunicationatthebe－  

glnnlngOftheprotocoltoshare asu約cientamountofen－  
tanglement，aJldafterthefirstround，theprot∝OIperfbrrns  

Onlylocalquantumoperationsandclassicalcommunications  

（LOCCs）ofO（nl（唱n）rounds．Bo血algoridlmSareeaSily  

modifiedtosupporttheiruseinasynchronousnetworks■Fur－  
thermore，bothalgorithmscanbemodはedsothatthqywork  

Welleven when eachpartylnitia11y knowsonlytheupper  

boundofthenumberofparties．Thisimpliesthattheexact  

numberofpartiescanbecomputedwhenitsupperboundis  

glVen．Noclassicalzero－errOraJgorithmexistsinsuchcases  

fbranytopologythathasacycleasitssubgraph［9］．   

2 Prelimharies  

AdistTlbute・ds）・Stem（Orne・tWOrk）iscomposedofmultiple  

partiesand bidirectionalclassicaJcommunicationlinksthat  

COnneCtParties．Inaquantumdistribdedsystem，eVeryParty  

CanperfbrmquantumcomputationaJldcommunicationand  

eachaqiacentpairofpartieshasabidirectionalquantumcom－  

municationlinkbetweenthem．Everypanyhasportscorre－  

SPOndingone－tO－OrCtOCOmmunicationlinksincidenttothe  
party．Everyportofpartylhasauniquelabeli，（1≦仁≦dl），  

WheredListhenumberofpartiesa鴫acenttol．Foreaseofex－  

Planation，WeaSSumethatporticorrespondstothelinkcon－  

nectedtotheithaqjacentpartyofl．Inourmodel，eaChparty  

knowsthenumberofitsportsandthepartyCanChoosethe  

appropnateportwheneverittransmitsorreceivesamessage．  

lnitially，eVerypanyhaslocalinformation，SuChasitsin－  

ternalstate，andglobalinfbmation，SuChasthenumberof  

nodesinthesystem（Oritsupperbound）．EverypartyrunS  

thesamealgoridlm，Whichhaslocalandglobalinfbrmation  

asitsarguments．1fallpartieshavethesamelocalandglobal  

infbrmationexceptfbrthenumberofportsthepartieshave，  

thesystemissaidtobeanonymo肌rTTlisisessentiallyequlV－  
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2．2Ex血ngethequbitinX5（）withthepartyconnected  
viaportifbrl≦i≦d（i．e．，theoriginalqubitinXミり  
issentviaporti，andthequbitreceivedviathatportiゝ  

newlysetinX～t））．   

2．3SetthecontentofX∑＝）toJ・f，り。J・lt）0・・・OJ・fLt），  
whereJ、5t）denotesthecontentofX5りbr（）≦i≦‘1．  

3．IfthecontentofXLt－）1S、・×：，turnthecontentofSover（i．e．、  
ifinitiallythecontentofSis…consjstent：’itis nippedto   

、’inconsistent：’andviceversa）．  

4．InverteverycomputationandeommunicationinStep2．  

5．InverteverycomputationinStepl．  

6．OutputquanturnreglSterSR）andS・  

rrhblel：rrYledefinitionofcommuteoperator“0’’  

∬  封  ∬0呈／  霊 封  諾0‡／  ∬  甘  £0封   

0  0  0  1 1    ＊   ＊  ＊   
0 1  ×  1 ＊    ＊×  

0 ＊  

0 ×   ××   

representthequbitsineligiblep訂ties，Ros・Intheformer  

CaSe，eaCheligiblepartyca11sSubroutineB，Whichusesanew  

ancillaqubit，ini也alizedtofO），inregisterRl・Ifkequals  

iEil，SubroudneBalwayssucceedsintransfbmingthe7動卜  
CatStateineligiblepartleS’Rosintoa2fEi卜qubitstatethat  

isinconsistentoverEibyusingthelEifancillaqubits・Next，  

eacheligiblepartylmeasureshisqubitsinRoandRlin山e  
COmPutationalbasistoobtain（abinaryeXPreSSionof）some  

two－bitintegerEl・Partiesthencornputethemaximumvalue  
OfE10Vera11digiblepartiesl，byca11ingSubroutineC・Fi－  

nal）y，Partieswiththernaximumvalueremaineligible，While  

theotherpartiesbecomeineligible・lnwhatfbllows，Wefo－  

CuSOnOnlySubroutinesAandB，Whichhandleentanglement，  

Whileweomitthedescnpt10nOfSubroutineC，Whichisjusta  

Classicalalgorithm・   

Subr¢utineA   

SubroudneAisessentiallyた）rthepurposeofcheckingthe  

COnSistency over EiOfeachstrlngthatissuperposedto a  

quantumstatesharedbyparties．Weuseacommuteoperator  

“0”overaset（0，1，＊，×）whoseoperationsaresummarized  

inTablel．Intuitively，“0”and“1”representthepossibleval－  

uesal1eligiblepartieswillhavewhenthestringnnallyturns  
OuttObeconsistent；“＊’’represents“don’tcare，”whichmeans  

thatthecorrespondingpartyhasnoinfbrmationondleVaト  
uesanyoftheeligiblepartieshave；and“×”represents“in－  
COnSistent，”whichmeanS仙attheco汀eSpOndingpartya）ready  

knowsthatthestrlnglSinconsistent．TheprecisedescrlptlOn  

OfSubroudneAisglVenbelow．Subrou血eAiscalledwi山  

Ro，S，StatuS，n，andd，WherethecontentofSisinitially  

“consistent，”anddisthenumberofadjacentparties．rTYlere－  

bre，a氏ereveryparty触ishesSubroutineA，thestateshared  

bypartiesintheirRosisdecomposedintoaconsistentstate  

fbrwhicheachpartyhasthecontent“consistent”inhisS，  

andaninconsistentstateforwhicheachpartyhasthecontent  

“inconsistent”inhisS．  

Subroutinel主   

Supposethat，amOngnParties，kpartiesarestilleligible  

andsharethek－CatState（IOん〉十llk〉）／V乍intheirRt，’s．Sub－  

routineBhasthepurposeoftransformlngthek－CatStatetO  

asuperpOSitionofinconsistentstnngswithcer［aintybyuslrlg  

kfreshanci11aqubitsthatareinitializedtotO〉，ifkisgiven・  

TheprecisedescriptlOnOfSubroutineBisglVenbelow，Where  

（Uk）and（祐）aretwofamiliesofunitaryoperatOrS，  

ぴた＝左し三∠君el苦））  

（ 

1／v乍  0  

1／1β  0  

√芦訂   0   

0  J町子了  

挽＝  
、′●J？人．i7  

whereRkandIkaretherealandimaglnaryPa鮎Ofe上告，re－  

SpeCtively．  

Subrou混血et主  

Input：One－qubitquanttlmreglSterSRu，Rl，anintegerk  

O11tput：One－qubitquantumr喝istersRu，R1   

1．Ifkiseven，aPplyUktOthequbitin】軋」；Otherwiseperform  

CNOTcontrolledbythequbitinRutothatinRl，andthen  

applyt㌦tothequbitsinRuandRl．   

2．OutputquantumregistersR心andRl．  

rrhepointisthattheamplitudesofthestatesIOO〉抽L，lOl）油，  
JlO〉＠k，aJldl11）離sharedbykeligiblepartiesintheirreg－  
istersRoandRlareSimultaneouslyzeroaftereacheligible  

PartyaPPliesSubroutineBwithparameterk，ifthequbitsin  

Rosofa11eligiblepartiesformthek－CatState．   

4 QuantumLeaderElectionAlgorithmII  

4．1TheAlgorithm   

Asintheprevioussection，WeaSSumethatthenetworkis  

SynChronousandeachparty knowsthenumberTiOfparties  

PnOrtOthealgorithm．Againouralgorithmiseasilygeneral－  

izedtotheasynchronouscase．Itisalsopossibletomodify  

Ouralgorithmsothatitcanworkwellevenifonlytheupper  

boundNofthenumberofpartiesisglVen．¶1isneedsabit  

moreelaboration，butisnotmentionedfurtherhere．  

Subrou鵬neA  

Input：One－qubitquantumregistersRoandS，aClassicalvariable  

StatuS∈（“eligibJe”，“ine‖gible’’），integersn，d  

Output：One－qubitquantumreglSterSRoandS  

1・Prepare  two－qubit  quantum   

X£1），…，Ⅹ£l），．‥，Ⅹ㌣‾1） ，…， Ⅹ㌣ト1），衷れ）  
reglSterS  

Ifstatus＝“e＝gible，”copythecontentofRotoX£l），Oth－   
erwisesetthecontentofX£1）to“＊：，  

2．Fort：＝1ton－1，dothe丘）1lowlng：   

2．1CopythecontentofX畠りtoeachofXit），‥．，Ⅹ㌘）．  

ー752－   



ThealgoridlrnCOnSistsoftwo血ges，WhichwecallStages  

land2hereaf［er．Stagelaimstohavethenpartiessharea  

Certaintypeofentanglement，andthus，thisstagerequlreSthe  

partiestoexchangequantummessages．InStagel，eaChparty  

perfbrmsSubroutineQs＝「1（）紳Itinesinparalleltoshares  

purequantumstateslが1）〉，．．．，14）（＄）〉ofnqubits．Here，eaCh  
14）（り〉isofthefbrm（［3：（り〉十Ix（／）〉）／＼乃fbran7t－bits（ring  

x（L）anditsbitwisenegationr（i），andthelthqubitofeach  

l¢（i）〉ispossessedbythelthpar［y．1tisstressedthatonlyone  

roundofquantumcommunicationisnecessaryinStagel．  

InStage2，thealgorithmdecidesaunlqueleaderamong  

thenpartiesonlybylocalquantumoperationsandclassical  

COmmunicationswiththehelpofthesharedentanglementpre－  

ParedinStagel．¶1isstageconsistsofatmostsphases，eaCh  

OfwhichreducesthenumberofeligiblepaIliesbyatleast  

half．Ineachphasei，letEi⊆†1，…，n）bethesetofalIIs  

SuChthatp∬tylisstilleligible．FirsteverypartyrunsSub－  

routineÅtodecideifstate14）（i）〉isconsistentorinconsistent  

overEi・］fstatel¢（i）〉isconsistent，eVeryPartyPerfbrmsSub－  
routineB，Whichhrsttransfbrrns14）（i）〉intothe閻－CatState  
（IOIELI〉＋世l〉）／J5sharedonlybyeligiblepa†tiesandthen  
CaJIsSubroutineBdescribedintheprevioussect10ntOObtain  

aninconsistentstate，Noweachpartylmeasureshisqubits  

toobtainalabelxlandperfbrmsSubroutineCthatworksin  
theclassicalwaytoreducethenumberofeligiblepartiesby  

atleasthalfviaminorityvoting．InwhatわI10WS，Wedescribe  

thedetailsofonlySubroutineQ，Whichplaysacentralrolein  

Stagel．   

SubroudneQismainlyforthepurposeof血aringacaト  
1ikequantu㍗StateI¢〉＝（lx）＋剛／J5・Italsooutpuba  

Classicalstrlng，WhichisusedinStage2fbreachpartytOOb－  

taintheinformationon匝〉viaclassicalcomunication．TYlis  

Subroutinecanbeperformedinparallel，andthusStagelin－  

VOIvesonlyoneroundofquanturnCOmmunication．First，eaCh  

6．ApplyCNOTcontro＝edbythecontentofR”andtargetlng   

tothecontentofeach札付rj＝l、2．・・．、LlltOdisentangle   

Rニs．  

7．OutputRuandy．  

5 ConcludingReJnarks   

Ouralgorithms requlreaSetOfeIementary unitarygates  

WhosecardinalitylSlinearinthenumberllOfparties．Itis  

OpenWhetherinconsiゝterlt血teドCanbeproducedbyuslnga  
百xedsetofgatesinananonymousnetwork・   

Re鎚reれCeS   
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inreglSterRoandcomputes  partypreparesthestate   

theXORofthecontentsofitsownandeachadjacentpar［y’s  
reglSterS．TYlePartythenmeasuresthequbitswhosecontents  

aretheresultsoftheXORs．Aftertheseoperations，thequbits  

inR。isinthestatedescribedas（1x〉＋圃）／＼乃．TYlePre－  
CisedescriptionofSubroudneQisgivenbelow．SubroutineQ  

alsooutputsclassicaJvaluey・Whifhisusedtocheckif14・（i）〉  

isconsistentornotinSubroudneA．  

S11broutimeQ  

Input：aOne『ubitquantumregisterRu，anintegerd  

Output：a One－qUbit quantumreglSter Ru，a binaTy Sblng y Of  

le一喝山d  

l．Prepare2d one－qubit quantum reglSterS Rl，‥．，R左and  

Sl，．”，Sd，eaChofwhichisinitializedtothelO〉state．   

2．Createthe（d＋1）－CatState（lOd十1〉十lld［l〉）／J豆inregisters  

Ro，Ri，‥．，R左．   

3．ExchangethequbitinRiwiththepartyconnectedviaporti  
fbrl≦i≦d（i．e．，theoriBinalqubitinR；issentviaporti，  

andthequbitreceivedviathatportisnewlysetinR；）．   

4．SetthecontentofSitOこごO㊦LrL，forl≦i≦d，WhereiC。and  

3：．denotethecontentsofRoandR；，reSpeCtively．   

5．MeasurethequbitinSiinthe（lO）吊〉）basistoobtainabit  

帥，払rl＜豆＜d．  

Set封：＝〟1…机上．  
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Quantumnoise，universaluncertaintyprinciple，andmodalinterpretationofquantummedlanics  

丸・IiはとLllaO Oz礼W之Ll＊  

1（鍾痛皿虹飢血血切り頑椚削血m茨壷肌柑」W抽・山肌正昭佃旬  

Aoむα－れ，ぶ㈹血豆，〟ガ♂一郎7J，．ノ叩α7よ  

Abstract．IllOrdertoconstructarigorousall（ll⊥11iv（1rSal丘）rlll111ati（）11（）ftllぐtlllぐCr†・ailltyl）riu（：il）1（l（）1111りiバ（、   

Ⅲ1（1（1isttlrt胤n．Ceill（lualltulllllleaStlr（モ111ellt一，Wer（1（モX揖1血（モtll〔モ110til）11バ（）f（luとLllttllllぐりⅠ・1七山tit叫（111氾1t・uHl  
lneaSurenlent，qualltul11nOi鋸＼an（1quaJltul11di由1rl）a11ぐぐilltIh（モ1ightofrll（モ111（）（hlillf・（1rl）r（叶▲ati（）11t＞f（111allt11111   
IlledlalliぐS．  

Keywords：qualltullln血把，q11a・11tullldisturballぐC，1111（：（Ttailltypri11（・il）1（、，l11O（1alillkrl）retati（）11  

2 Beablealgebrasandmodalinterpretation   

Letγt）ぐa Hilt）（、Ⅰ・†・叩礼（で．Dr、11（）t」（lt）y7イIthゝ1111it  

叩h（lr（1（）fナ√iul（1l）y∠：（〃）t11（、iJ酢t）Ⅰ・～tりf■l）川l（1（l（lli11㈹Ⅰ・  

OpeI雨（JI・バ（）117イ・L（ltβb（モ～11111it・iLl（プ＊一山針l椚1丑（再1咽り11  

γ．A庇っp灯油γト。恥と．扉血k＝11βiドiLバti由l山肌tiJyill甚  

山（d＊A）＝i山（月）l2hr山1ノ4∈β．L（、†・βl）（、～t（1（111止咋  
（）Ⅰ）tlI・れhr（）117イ．W＝叩tlli江βiHん…仙壬1汀βifi－t－11（、Ⅰ・（、iゞ  

aprりt）と山il汀yll削u11r（モ〃（）11tll（lHl）祝・（、ぶ（）f（1iHi）（1Ⅰ・バiり11イⅠ廿  

血沈（、（）fβバlユ（・11tlla．t  

1Introduct．ion   

Tll仁，longstandillgmathenlati（モalforIll11lati（）110fth（さulト  

certaintyprinciple，CStabli血edbyHei蝕11b（，rg【1］，K（11ト  

nard［2］，andRobertson［3］，hasll（）tS（irV（、（1tol）r（）vid（，a  

reliablealldg印闇血pr（三ぐisioIllil上山（）rl11（髄11r仁！111（モ11t－S．Ill  

fact，ithasbeeIIClari鮎dtl‘汀Ol哨hthe（…1trOVHLHyr4，5j  

olltlle Validityof tllC Sta工l（1ard qualltull11illlit丘）rth（1  

aVitationalwavedetectiollt6，7］thattll叩urp（）rtC（lrc一  

ぐ1PrOCalrelatiollOnnOiseanddi浦urballCCWCrC＆）ull（1110t  

gen（汀al1ytrue［8，9トHowcver，tllCraPid（1ctvcIoplll（モ11t（）f  

thetheoryinthelasttwodccad（モShasllladeitpossiblet（）  

cstablishauniversal1yvaliduncertaintyprillCipl可10］hr  

thelllOStgelleralclassofqualltull1111eaSurClllel血，Wllicll  

Willbeusefulforprccisio11meaSurullellt a工1d qualltul11  
il止）rlllatiollpI・oCeSSiIlg．  
InRef・［11】itwasshownthatthc封鳳tisticall）r（｝p仁！rties  

Ofallyphysical1yp（）SSiblequantuI工1Ill（髄urClll（う11tis〔1c－  

SCribedbyaIlOrrnali雑dcompletelypositivenlal）Ⅴalue（1  

1neaSure（instrunlent），and conversely tllat aIlyi工迅tru－  

me山肛isesin tl止s way．Thus，Well飢ur山1y coll（！111（1（！  

thatmeasurementsarerepreselltedbyinstrunlelltS，just  

as states are represented by density operators amd ob－  

SerVables byself－adjointoperators．Underthis払rmu－  

1ation，We haNe generaliBed the Heise工iberg－type nOise－  

disturbancerelationtoarelationthatholds払r氾1ynlea－  
Sureme血S，fromwhichcoIlditionshavebeenobtained払r  

measurementstosatisfytheoriginalHeisenberg－typere－  
1ation［10］・hparticular，eVerymea鳥ureme山Swiththe  

llOiseandthedisturbancestatistical1yindependentfroln  

thenleaSuredobjectisproventosatisfytlleHeiseIiberg－  

typerelatio可12ト  

Inthispaper，Werevisitthefoudationsoftlletheuni－  

VerSalunCertaintyprlllCiple．Inparticular，WeShowthat  

the observable t．o be measured and the meter observ－  

ableafterthemeasurlnginteraetion，thoughtheyarellOt  

necessari1y conⅡnuting，areperfbctly correlated alldin  

thesamemaximalbeablealgebraofobservables，SOthat  
the Copenhageninterpretationwarr乱ntSthatthe111eter  
Observableafterthe皿eaSu∫inginteractionpossessestllC  

Same Value as one that the observ乱ble to bellleaSured  

haspossessedjustbe丘）rethenleaSuringilltera£tio11．The  

払rlnalaspectofthisresultalsoclarifiesthemcaningof  
theroot－mean－Squareエ10iseaIlddisturballCeOfIIleauStlre－  

nlentSthatgenerallyobeytheuIliversaluncertailltypri11－  

Ciple．  

．（．  
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Wllere月（R）融餌1dゴ士t）rthe叩批e｛）fbり1111tlt▲（1Bり1で1r1111ぐ－  

tiollS Ou tllC rCal1iueR．DellOte by Cl（R，＊）tll（lullit  

Sl）hereofC（虎，少）audbyぞ榊tll（lpr（）j（モぐtiし）11（）f習（）11tO  

C（月，ゆ）．   
Tlle払1lowi皿gd⊥肛軋豆erizatiollis giv（ユ11t）y H最vt）rゴり11  

弧dC止托011【1礼gelleraliぬ1gtllt！Bub－Cli鈷皿＝111i（1tl（111ぐトト  

the（Jr（モm［14，1町  

Theorem2．1Let4，be a L・eCtOrState血＋t．T7抑，t／），（｝  

γr比戎〝旭丘月－わ餌ムgeα由仁ゐm♪r¢豆書・皿卸画再抽肌血南山  

血か7托£（C（月，ゆ）⊥）㊤（月）′′p伽．   

3 Quantum correlation   

We s胤y ttlat tWO Observablesズ餌1（1y ar（lpe†恒軸  

COmJα£edr16，17】iIl礼Ⅵ℃tOrState¢iぼtlleir叩什trと山  
＊oza甘a⑰matb・is・tOho加・aCりp  
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1此肌1Ⅰ・（lバが～皿1上’l－ト～1′ti正y  

（が（△怖が（r沖〉＝（）  （：i）  

f（）r氾1y（1呵（）illt Bり1－（、1甘tド△iuMlr．W＝明＝・11之tt・t」WU  

りt卿1・V丑l）1（モバズilllrlyiu・＝（ノ川血∵上勒d豆〟柄わT血JJillれバt融（、  

中iげ  

仲1が（△掴，）ニ酬が（△）冊  （4）  

fl丑山1△∈β（R），Tll（モ11W（、りl）†i血t・11（lれ）11りWillが・11（▲（肌111．  

TlleOrem3．1爪げ仇〝かⅢ〃ん．化r、り〟んルβガα〃d y化ア息d  

侶柑・りと〔加rガれた（ご鉱一血常＝血♪此血叫㍑拙加血いm  

√J叩高上レ再．  

．・′′、＼一り／J′／l〃什／一りノ′・／／J／＝りJ′信／（一日ノノい．   

何ノズ 肌dl′‘抑p（，†か粕川rTて融川J血′化gJめ ∈  

Cl（ズ，′ミけ  
「叫ズ化…jy′抑・止痛血勅諭・油壷血血＝厄仏け¢∈  

Cl（木引．   
川・ノ川＝J川J・‖〃り上しJ〟り仙り小‖′川・〃＝＝／J＝J仙J川／り／ト  

毎加ゎ仏加血mαⅣ〟山肌川折パ州〃仙‖（∬，扉，）ニC（Y＼互り，  

（上†ldズ肌dy．っ（血的ズ＝yり丁↓C（釆桝．   

4 Quantuminstruments   

D（111（由一）yTC（習）t・11（l叩iL（・ぐり土－trれ（・（ゝ（・1れパパ（）1）（11仙汀Hり11  

〃，l）y∠（TC（〃））t小甘肛（、（）fl）り1111（1川＝i11（、i甘tI・往uHn）1・111丑－  

tioll出り11TC（乃），鋸1（1byくS（習）tll（！叩aぐ（モ（Jf（1（！1血ty（）1八一ト  

礼k）rS．Aliェ1（、之u・trとul血1－111～1ti（）11r∈£（TC（刀））iポ（：～dl（モ（1  

甜明南柏両町痛如iげr㊤i（し∈£（TC（γ㊤C化））i＝l～1）（1バー  

itivetr揖1日丘汀111雨i（）11hriulyp（）Hitiv（、il山神Ⅰ・札 D（111（血  

byCP（TC（Tt））th（、Hl）往ぐe（）f川1111）1（汀（tlyl）（）SitIiv（1111al）SOll  

TC（71）．AllinstrurT椚Lti日日し（l（）u11tれl）lyzL（1（1itiv（Lll（）rlllはト  

izerlぐ0Illl）1（血1yp（）HitiⅥ！111礼pVと山1edlll（一触11Ⅰ・（一正川11β（R）  

to£（TC（乃）い．e．，れIll叩1）i堀r‥β（R）→C7）（TC（γ））射止－  
i廟工1gtllatヱ■（R）iHtI・乱呵）Ⅰ－（1SげVil哨皿（1∑芸1ヱ（△ノ）＝  

ヱ（R）irltll（l止ご（）11g（）l）eratO工・tol）（）1（鳩y n）r餌1y（1iHjりillt・  

Borelsets△1，△2，…皿血tll之1tリノ△J＝Rrllト   

Tlle duallllap（）fZ（△）iH tll（モ1illear tralld）rlllatioll  

ヱ（△）＊011£（〃）d（菰11（さ（1by  

叫（Z（△）＊A）pj＝叫AJ（△）βj  （5）  

揖rauA∈£（乃），β∈TC桝），氾1（1△∈β（R）．Tllereli血Jll  

nT（△）＝ヱ（△）＊J  （fり  

Wllere△∈β（R）de丘Il（、S乱POVM，ぐi止kモrltlleダー）刷り土’  

ヱ，Wlli（血s乱tis鮎s  

6 Measurement operatorfbrmalism   

A払111ily M＝t几れり）t）士■（）l）（汀il加・昌Witllり11（！r蝕11）か  

1・と1111｛1t（甘川几＝・山1モモ（1ilfi氾1咄川約冊拙耽伽血明椚油川祀  

∑…叫上〟〃上＝J．Tll（、工て心血Jll  

ZM（△）〃＝∑軋β〃∴  （り）  

＝∈△  

（1血1㈱LCPill血1111（－11t（：仙1tlll（lル血r醐頼M・Tllぐ  

P（）Mr＝正止（、ill正rl1111（、11t∫JMi半島1V㈹l）y  

Ⅲ（△）＝ ∑咄軋，  （10）  

＝∈△  

Wll（lIてl△⊆RITIL（lTr）CPll叫）rt）i■t・11（、ill武rl1111（モ11t．ヱM  

氾1（1i†・バ（111山111叩r㍉酢裏Ⅴ（・11l）y  

71〝こニ＝ ∑貼りβ咄、   
†‖．  

（11）   

バ＝t・11雨（加㌦1iいL土山11ilyl止■Kエー以lバりl）（l工・～Lt川Hりf7’．   

7 Noise orPOVMs   

L鵡r＝丑aP（）VM＝－11と1Hill）H丑Hl）れ（ヤ右L Tll（モ肘βまα7よd  

〃川附肌dγ′…冊両川匹血加・〃げⅢ，（1皿（）t・（！（1l）y（フ（n）弧d  

O（2）（nいu・（1（l（血（t（ll｝y  

ノ■  

0（n）＝  ごdn（ご），  （12）  

．エ  
0（2）（n）ニ  

霊2dn（こけ  （13）   

L再一AiLl吊ゆt）ぐ氾1（）t）8（1Ⅰ・ⅤとLbl（！モ肌（1とL Ve（加Ⅰ・St凪te．  

W†〔1dll（、tll（lmOfィ′AfW＝ヴ鮎α作恒J叫γ相加ど（口，A，ゆ）  

0土●Pし）VMJlhrAill¢t）y  

ご（口、A、¢）   

＝（切0（2）（Ⅱ卜0（叩A－AO（叫十が困1／2．（14）   

Tll（叫Wぐ11之Ⅳ（ゝ  

Theorem7．1何〝化♪〔JⅢグロノ氾ぷαγJl用ぷ視座と銅rりCeββ  

（に，ど、U，財），抽肌丑肥山肌  

己（n，A、ゆ）＝‖LパJ⑳肘）U（ゆ㊤∈）－（A⑪ハ（¢㊥引＝（15）  

ル＝班¢∈習1．   

恒八軒肛門ル制Ⅷ＝皿川微細肌刑創れ押印血服（朗㌦†，  

肌りは睨  

珊4¢）＝（∑‖吼（m－A）酬2）1／2  （1（i）  

r†1  

♪γ－αgg¢∈乃1．   

Th（モrlllHllOisecallbestatIisticallyestiIllatCdfroluthe  

experilllentaldata．Ill払ct，WellaVe【121   

dゆ（Ⅲ，A）2 ＝ 刷A2困＋（¢lO（2）（n）困  

十く¢lO（n）回〉十くA朝0（叫IAゆ）  

－〈（A＋J州0（Ⅲ）l（A＋J）桝．（17）  

Illtlleab（）Ⅶ，刷A2悼）iポt血etheoretieahlle弧Ⅷ1ueofA2  
in血豆ゆ，（ゆlO（2）叩掴〉isthenle弧Oftlle叫びedouト  
putx2ill封胤te車，弧（1the（）tllerterlllS肛eth（さnle弧SOf  

tlleOutputXint加r（モSpeCtivelnput＄tatCS．Tlms，theer－  

rorE（rI，A，4・）c餌1bestatisti（！anyeSti111at（扇，illpri工1Ciple，  

触）1nt、Ⅹperillle出血血ta．oftllemeaS∬eltle血SillStateSlれ  

A洲IA捌，弧d（A十∫）ゆ／旧A＋J）酬・  

〃言（△）＝叫が（△）βI  

払rall△∈β（R）弧〔1β∈占（邦）・  

（7）  

5 Measuringprocesses   

Ameasuril噌PrOCe＄S払r7iisdc鮎1edtobeaquadruple  
（K：，E，U，M）collSistingofaseparal）1eHilbert叩aCeK：，a  

StateVeC柏r∈in疋，auIlita∫yOper乱t（）r〔Jon乃⑳に，and  

anObservableMonK：［11トFbra町meaSurillgprOCeSS  
ルtニ（に，∈，ぴフ財），仙erel乱ti（）Il   

みィ（△）β＝職【（J㊤がす（△））U（β糾ど〉〈糾明，（8）  
Where／）∈ざ（叙）餌1d△∈β（R），加鮎1eポ皿illStrul上1eut  

みィ，C山1dth（モ血ぶれ†r脚と£of〟．Conver維1y，ithaぶbeen  

provedillRだf・【11いh乱t払rallyill址r111山eIltヱ，tllere（、裏stゴ  

aule鮎u工・il唱Ⅰ）エ・0ぐぐSSルー＝（に，∈，U，財）suclltllat－Z＝  

耳M．  
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10 Projective measurements do not obey the  

Heisenber計typenOise－disturbancerelatiorl   

Allimstrtllllm止ヱis浅山dt・（）bモモOfpT句作東上・川づ〝托乱射げ打  

〝椚↓ま（）fadi浅CI、et（ゝ（）b封汀Vat）1eAwit，11叩e（・tI山（1（！（・（）1111）り－  

siti（－11A＝∑′｝lm且浩if  

8 Precise measurements ofobservables   

APOVMIlissaidtopeTkcilycorrtlatedwitha．工1Ob－  

servableiffwehave〈rI（△）ゆ，EX（Ga）ゆ〉＝0．Aninstnl－  
me工1tissaidtosatisfytheBomstatisticalhrmula（BSF）  
illa′S七山eゆ  

叫ヱ（△）仰酬＝刷が（△）帖  （18）  

where△∈β（R）．AninstrumentrwitllPOVMIlissaid  

toprecisely†neaSureanObservableAonillPutState中iff  
rIa11dAareperfectlycorrelatedinstateThe丘）1lowing  
theoremcharacterizes，11ptOStatisticalequivalcnce，the  

precisemeasureme11tSOfanobservableillagivellState・  

Th（∋Orem8．1エeまヱわe（エアム血ぶかⅦme侃ま．エe古口 わe めぐ  

PのV〃げヱ飢dル1＝（忙，∈，ぴ，〟）毎αm朗馳ね増即ひ  

一日、か・ヱ．」nノJ、〃7り／り占．、仰・り仙■4化＝／√川ノ／・ヾ／（Jよー し－、，抽′  

舟馳血相00皿触加射肌用れ叩血融鮎   

付ヱp代C由eねmeα純化ぷAかl中・  

〔叫A⑳J由p印画軸びmぬねdⅧ拙U†（∫㊤〟）Uれ  

ゆ．   
擁＝F由野面拘α冊血d血統Aれ止り ∈  

Cl（A，¢）   
作りヱ餓出所eβ兢eβ∬舟rA舟rαヱg¢∈Cl（A，中ト  

「可ど（Ⅲ，A，ゆ）＝0ノbγαJヱ¢∈Cl（A，1牲   

9 DisturbanceofTPCPmaps   

LetTbeaTPCPmap鋸1dletBbeanOb醜rVable．Wc  

denoteby了「＊EBthePOVMdcfi11Cdby  

r＊が（△）＝ア＊tが（△）］  （19）  

払rallBorelsetA⊆Ra11（1byTlf（B）］thtモOperatOr  
de鮎1edby  

Z（（m））β＝且加且£．  

Nowwc昌11a11山）Wtll（ゝh）11owlllg  

（25）  

TheoremlO・1mピd血げム拙＝／α占0肌d‘づd〃げα如■  

βc仙北dわy肌封7アCP†J坤r五＃αま†J↓0ぷf利β‖，招・，  

り岬）≦21】月‖・  （2日）   

TheoremlO．2凡＝血か踊附血q山肌函血沈〝刷皿町  

rnビ㍑£ぷα抽血〟ば肋ム化†加r好一紬p＝ム0扉一正止肝山川詔作血一  

拍川リ加・（A，月），豆・と・，  

棚（月）≧去lく【A牒川，  （27）  

げβぬむ0肌d（ごdα丁島d〈【A，β】〉≠0・   

11 Universaluncertainty prlnCiple   

Wella′Ve argue（1tha・t tllC Heis飢1b町g－tyl）e n（血相－  

disturballCe relati〔）nis of柏11ulげCliabkモ．Recc11tly，tll（、  

prescmtautll可10】p’oP（灘dan（、Wr（モ1ati（）11士t）rll（）i酬11（1  

disturt）a11C（、WitharlgOrOuSpr（）OfoftllCulliv（汀SiLIvali（ト  

ity．   

Theoremll．1（UniversalUncertaintyPrinciple）  

A†相加ぷ£mγ枇71≠朋ノ肋♪0巨財せ仇dⅣCPrJよ叩r〟化fわー  

βeぷ班e化gα如㍑  

柵（β）珂A）α（β）恒（A冊）≧去！〈囲〉卜（2バ）  

舟γα喝A，月α†↓d血ねゆ，一∽加代〈‥・〉＝〈朴‥lれα7息√J  

J占ね71dぷ舟㍗班eぷね7ム血涙del加地服血班れ血加¢   

12 WhentheHeisenberg－typenOise－disturbance  
relation holds？  

Ⅵ毎introduぐe theγ托e（m†息0豆ぷe叩仁和ねralld tll（、Ⅲ・凸甘〃  

d由ねγ払犯Ce 叩e†Ⅶ玩け・Of t－11ellle鮎u血1gl）rUぐeSSルイ ＝  

（疋，モ，U，〟）by  

柁A ＝  〈引Ⅳ41モ〉に，  （29）  

舶 ＝ 〈引かβほ〉に，  （こう0）  

Where〈針…溌〉R：Stands払rthepartialm（胤1OnK；・Th（I  

noiseoperatorNiissaidtobestatisticallyilLdtpcILd（  

げ班e∂むe仁王Sif†lAis scalar，all（1111し）Ⅰで0Ⅵ1r t血モ（1iトー  

turbanceoperatorDBisstatistica11yind  

Oりec土聯ねmSifdβisscalar．TIlell，Well礼Vethe駄）1－  

lowingcharaCterizationsofIneaSurelllerltStllatOl）（lyth（L  

Heisenberg－typenOise～disturbancerelatioll．   

Tbeorem12．1付属汀肌附加蝕加増〝似闇ル＝血  

0ムβe門Jα抽βA，β，Ⅷe加モノe  

軸（月け左胸ん即一悔，A川≧芸l（【A刺・（こ呵  

ノ  
J（入）丁＊［dが（瑚  （20）  r＊（／（β））＝  

払ranyreaトvaluedBorelfunctiollf．   

ThermsdisturbaIICeり（B，T，4，）ofBcausedbyTin4，  

isde丘Iledby  

り（β，T，ゆ）＝ど（r＊が，β，彿  （21）  

OrequiⅥ山肌tly  

り（月，ア，車㍉  
＝ 仲Ir＊（β2トβr＊（月卜rヰ（刷β＋月2購．（22）  

Tben，Wehave  

Theorem9．1何〝α7アCPm叩r厄ぷαme鮎Ⅶ再ねタ  

pmc朗β（に，∈，Ⅳ，財），娩e陀ひeんαUe  

り（T，月，¢）＝脚†（月⑳J）町中㊤∈卜（A⑳J）仲㊨引＝（23）  

舟n蛸虻∈〃1．  

「嗅げαrPCアm呼ア厄β宵相加β叩emねrぷ（雅一1），ぴe  

ゐαUe  

仰，β，ゆ）＝（∑11r怖いβ酬2）1／2   （24）  

打1  

舟rαgg¢∈習1．  

Inwhatfbllows，WeabbreviateE（A）＝e（rI，A，4，）amd  

り（β）＝叩（r，β，軌弧d卜・〉＝（朝‥・砂〉，Wherem，r，  

and車areClearlyidentifiedinthecontext・  
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仇用用拙刷如拙心血如血肌用化血飽軌瑚函祓一  

押止血げぬⅧ炉直那加い枇加棚板Ⅷ流刑恒一触町  

Ⅲ元化＿山鳥・㍍血拙作＝d山九耽  

「叫血血血γ酬・仁～上鵡r′“て‘上〃了〝珊附加p肌加ガl机）  

，血吋如溺れ翫血血明一触世〃血正一血血而舶腔Ⅷ壷九州が  

uJ（てんα′りピ  

［∑↑了IA加んもーd、呵ニ［∑鶴鋸ん⊥－βゥAト（：i2）  
り1 ／J1   

13 Typical violations of the Heisenberg－tyPe  

noise＿disturbance relation   

Iftll（，H（、iH（！11t）（甘針tyl）（！11（心（モー（1iHturt）iLll（・（！r（血ti（）11W（lr（，  

t・り11り1（川）工・t）（）1111（1（モ（1（血椚・ⅥLt）1（、ゞA，βwitllく甚句〉≠0、  

W（ゝWOul（111托Ⅴ（、11Ol）r（、（・isぐ111（ta冊rCllltLlltパwitllf（A）＝O  

ll（）Ⅰ・11（）11イ1iバhl工・bi哩111（心11工、Ⅷ1（、11tパWitll叩（β）＝0．n・（ml  

t・11ぐ1111iv（、1・ゞill1111ぐ（、Ⅰ・t・iLilltyl）血1（・il）1（l，W（、11往Ⅴぐ（・（）Ⅰ・1廿t1illl－  

it雨i（）11＝）11t】11（、110is（、1律招（∬11し）11（払出1rt）il堪111（冊11r（、111（、11tバ  

ーl叶   

T山肌冊血両川血函壷か・†ん帥一品血沌恒＝肋刷研一  

γr脚血，i．（l．，り（β）＝0，iH裏Ⅴ（111l）ユr  

棚（即≧芸佃恥   （瑚   

Tlle恨㍑〔：だ血血tγp†血（卸geか・…血相k用〃沈舶？離職㈹旬  

i・（〕．，ど（A）＝0，iゴgivellby  

げ㈲（月）≧去梱恥   （叫   

R（）111tll（！at）（）Ⅴ（ヱ，WCllaⅥ＝11（モ土1）11りWll嘱甘ねt仙1皿tト，  

Theorem13．1Ebr anyilLStrWTLCnt・血統  

川川／岬・・川／り7・・ヾトlノ．∫．ト／／什ハ仙…〃んノ／－リノ／仙仏／J  

【怖い月伸＝0舟＝沼m，肌用加減血肌勘イ棚板蘭  

げm此れと¢＝凡才汀⊥Aゆ舟rⅧgJm．   

14 ProjectivemeasurementsofPaulioperators  

IllOrdcr to触ure out th（，（1i鵡11rballCCilll）rOje（・tivc  

nlea5urenleIltS，1（lt芳，γZt）etllePa山iol）（－r雨0Ⅰ・SOlltll（ゝ  

2（hmensiollalstate叩批モ〔モC2，an（1拍nSi（1ertllepI・Ojeぐtiv（、  

measureIllentOfZ．Illthiscasc，thellleaSur（ml（LlltOp（甘且－  

torsareかellby凡才ー1＝（才一Z）／2，〃1＝（J十Z）／2，皿（1  

Mm＝Oifm≠土1．L（！tゆbぐaIlarbitrarystat（lV（L（・tOr．  

TlleIl，餌）111Eq．（1G）w（モ11aⅥl  

ど（g）＝0・  （こi5）  

OIltheotherlland，Wehave   

叩（ズ）2 ＝ ∑lIt軋，榊Il2＝21桝Il2，  
〃上＝土1  

弧dsimcelly刺l＝1，W（さhave  

り（ズ）＝ノ豆．  （濾）  

Ⅵ毎肛tuallybaveり（ズ）＝、乃≦2＝2膵Ⅷ鮎Eく1．（26），  
餌1dwehaveE（Z）77（X）＝0．Thus，theHcis（nt）erg－type  

noise－disturbance relatioユ1isviolatedi11the state with  

（［X，Z］）≠0．Ontheotllerha11d，tlleullivcrsalunccr－  

tai11tyrClationh（）1（1s、aSWehaⅥモ  

ど（Z）り（ズ）＋ぎ（Z桓（ズ）＋グ（Z）叩（ズ）  

＝ α（Z）り（ズ）＝ノ豆打（g）≧J（ズ）げ（Z）  
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1Introduction  

One oftheaimsofthecryptographyis toallowtwo  

legitimateparties，AliceandBob，tOeXChangenleSSageS  

SeCretlywithoutleaktoathirdparty，Eve，Whotriesto  

eavesdrop．ItiswellknownthatonceAliccalld王∋obshare  

asecretkey，WhichisacoImnOnrandolllbitsequell（二eulト  

knowntoEve，theycancomlnunicateasecretnleSSageOf  

thesamelengthasthekey．Thetaskofqualltulllkeydis－  

tribution（QKD）is awaytoproduceortoalnpli秒the  
SeCret key11Singthe properties ofqualltummCdlanics．  
FbranyprotocolofQKD，itisvitaltohavcaproofof  

theunCOnditionalsecuritybecausetherobustnessagain占t  
anykindofattackallowedbythelawofphysicsisthe  

main adv弧tageOfQIくD over cla朗ic山sc土1emeS扇ming  

at thesa皿e taSk．Oneofthewelトknownstrategies払r  

thesecurityproofisthea堰ument［1】givenbyShorand  
Preskill，inwhichareductiontoaJlentaI唱Ienlelltdistil－  

1ationprotocol（EDP）basedonCalderbank－Shor－Stealle  
（CSS）quantumerrOrCOrreCtillgCOdes（QECC）【2，3】is  

usedtoshowthatthein払rmationle乱kon theanalkey  
isnegligible．Thisapproachhasturnedouttobequite  

VerSatileduetothesimplicityoftheidea：払rexample，  

theoriginalproof丘）rtheB1384protocolf4】hasbeeneズー  

tended【5，6】tocovertheB92protocol［7］・Ontheother  

hand，invokingtheCSS～QECCintheproofrequiresthe  

actual11SerS tO丘nd aquaJltum COde satisfying aceト  
tainpropertyiWhidlis notalways aneasytask．Eve  

theinnocent－looking丘）rmula［（1）below］払rtheasymp－  

totiぐkeygainneedsacomplicatedargu111ent圃払rstrict  
derivation．Decoupling ofthe errorcorrectionandthe  

Privacyampli丘cationcanbemadebyencryptingthe払ト  
mer軋butonlywhenitsatisfiesaconstraintcomiIlg  
fromtheCSS－QECC．  

Ifwelookbacktothe丘rstproof［10］ofunconditional  
SeCuritybyMayers，We nOtice thatitalso hasits own  

merits・Onedisadvantage，thecomplexityoftheproof，  

WaSreCentlyremediedbyasimpleproof［11】byKoashi  
and Preskillbased on the same Spirit，nanlely，reduc－  

tionto a two－Pa．rty PrOtOCOlbyomitting oneofthele－  

gitimateusers byasymmetryargument．Inthislineof  

approach，theerrorcorrectionandtheprivaeyamplificaH  

tionaredecoupledfromthestart，andwecanjustuseaJⅣ  

COnVentionalscheme払rtlleerrOrCOrreCtion．Theproof  

alsosllOWSap（肌11idl、alldllSCfulprol）erty，Whiぐlla11owH  

theuseofbaぷis－ill（1el）ell（1cllt ull（：haract（モrize，（1sourぐ（モt”）r  

dete（、tOrS．FbrexaJnplc，ifwcuse allid（一山d（1t（、Ct（）r，tll（1  

SOurCe（泡11bea11ythillgaSIollgat；it（1（）（一SllOtr㌣Ⅴぐalwlli（心  

basisisus（ミdintheBB84protocol．Ⅵ厄callHtillus（！tll（、  

SaI11ef（）mlulah）rtllekcyrate，in（1icatingtllatallyfault  

illtlle SOur（三eぐ鮎1be a′ut皿11ati（、山1yぐ乱uglltilltll（1藍）rlll  

OfallincreaseilltheobserⅥ一dbiterrors．Ull丘）rtullatぐ1y，  

tlleargul11entOfomittingoIlepartyrelicslleavi1yollt上1（▲  

SylnmetryOftheBB84protocol，andit（u111OtbeaI）plic（1  

totlleprOtOCOIswitlln（用uChsynu11（！try．   

Hereweprc錐IltanaPprOaClltOtllellnCOll（1iti（）11als（L  

Curitybasedo11uIICertaintyprlllCiple．ThisargulllelltllaH  

thesanleadvantagesillthcMayers－Koa山一Pr（！Skillar糾1－  

Ille11t，WhileretaillillgtlleVerHatilityoftlleSll（）rqPr（モSkill  

arguユ11ent．ⅠIlfact，inanyprotocolhavlllgal）rOOfthat  

reliesontheShorTPreskillargulll（モ11t，WeCarl（1ecoupletll（1  

errorcorrectiollalldtheprivacy乱nlpli鮎atiolljuHtbyeユト  

Cryptingthe払rlller，tllerebyrelieveitf上0111thcc（）11血raiIlt  

OfCSS－QECC．Then仁Wal）pr（JaChal1owsust（”01v（ゝゴ（し  

CurityproblemswithinlpCrftctdevicesthatwcrel）ey（）rl（1  

eitheroftheprevious arguInelltS．Fbrexallll）1（！，WeCall  

deriveakeyrate正）rmulafortheBB84protu（・OIwitllall  
arbitrary source，the properties ofwhich arc ullknowll  

except払raboundonthefidelitybetweellth（，aVeraged  

StateSfortwobases【12］．Ourproofalsoprovid（，Sallilト  

SightintotherecentlypredictcdphenolllmlOllOfs（！（・ure  

keyfromboundentallglement［13ト   

2 Basicideasinthesecurityproof   

Most ofthe QKD protocoIs can b（iequiⅥlkIltly dぐ－  

SCribedbyanentanglem餌1t－ba舵dprotocol，illWllicllAl－  

iceandBobshareapairofquantulnSySt闇11S71A㊤71B  
aSterdiscardingothersy血msused払rraェ1（lol11Sal11Pling  

tests．Thestatepoof71A⑳71Battl止spoilltisllOt負Ⅹed  
andmaybehighlycorrelatedamongsubsyste工11S（1ueto  
Eve’sintervention，buttheresultsofthctcstメ111町glVea  

SetOfpromisesonthepossiblestate，Forcxallll）1e，illtll（、  

CaSeOfShor－Preskillpr（）Of，7iA⑳7iBis（：（）111l）OSedofN  

pairsofsharedqubits，andthereisaprol11isethatthe払ト  

lowlngStatementSholdexcepthranexponcIltiallysI11all  
probability：SupposethateachqubitisllleaSure（lonヱ  
Or：rbasis．TllenthenumbernbitOfqubitssllOWillgthe  

bite汀Or（Jヱ⑳Jヱ＝－1）satis鮎s7ュbit／〃≦∂bit，弧dt緑  
＊koasムi伽甲・Q8・OSaka－u・aC・コp  
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Nりt（－tll江t Witllillt山1（、川1鵬r㍑illt（）fAHゴulllいtiり111，it∫iバ  

（lVula1lowtl（1to t～Lk（，AillVり1villgぐOll（t（ttjv（1（）1）（lrati  

（Ⅳげ7t仁山1（1黒山．   

L（ユt．．方 b（さ tll（ゝり11t（・（11ut†t）fエーt清HiHlll＝は11工・（l111（・11tさミ（）11  

炉細 Tll（111（lXt血1）iH t（）工叩1⊥raぷ（モtll｛‥■｛）11（1it・iり11  

ガ（ズ恒）≦〃どillthr肌唱11バk（モt（：11illiLlllりⅣri糾r（冊  

餌正＝丸正山1（†土1）1・111：   

Assumption2  Tll（汀（，llXist昌a封丑7L（）fN－tJitヒ把－  

（1u仙ぐぐSWit・11ぐ～血il通1ity暮γノl≦2〃そh汀（、以・11拓仙ぐll  

tl皿t†111（11血ーり土－111日損tlr（モ111（111t川1t（…11…（佑ズ）冊ti適相  

方∈ち（lX押1）用汀仙（、Ⅹ1）l）1⊥（ゝ11tiは11y＝111乱11l肌）l）～1bi批y叩・  

N（）WW（、ぐ氾1地上tぐt．11（1111山11t．11…r（1111‡山川正一山一H什11rity：   

Theoreml〝A一欄肌桝加冊＝α削ほ血沈り如・ml＝〃ほ十  

∈）両班亡＞0，動fづ’，づ加ゎr7／血豆〃†＝T上凡餌血血・わ招g♪化卜  

如封g由α豪†rl〃β£ん（椚十Ⅳり′・｛ノ刷り′＝り十2－‾肌   

Tllis tllぐ（）1・…uぐ胤11l）ぐtlS（七（lとは畠山）WS．Firボt W（モ（111U（）紺  

A all（lMjL ull（1（汀A甘Sullll）t】it）111，N（lXt，（・Olllbi11（ldwith  

t・加prり111iH（侶（）l舟山11仁モ（1fI・川11t・11（モエ・氾1（1＝11S鋸111）1il哨t…tポ，  

WC（）l）tai11aⅥ山（l・｝fモwit・11Wlliぐ11Assulllptiou211Ol心．  

Th（叫Tllぐ（〉r川11舶Sur枠上止1a．t tll（モullぐOll（litiollauySeCurC  

k〔モyき吉山110f乱tle舶tG＝㍉Ⅳ－γ－Ⅳほ＋亡）iゴa（混（！Ⅴ乱bl（－．  

m）ra鮮）（）（1k叩g扇11，A乱11（1〟ノ～Hllりul（1t）（J（山（）甜11Su血  

tlla・tモiH舶血・鮮＝旭1川根it）1ぐ．   

4 Proofofthe main theorem  

Tll～ulkポt（）心昌ulllI）ti（J111，Ev（、’s bl（）Wl（Yl絆01日摘r、ill  

A（加dPr（）tOぐ‖1iポth（、Siulユぐi艮tll血（）11瑚r10bt軋illd鉦01Il  

γA㊤¶βt）ytll（1紋）1low叫＝胱拙山肌．   

Protocoll －Al）1）1y人山1（1（1iHぐ紺dフィJi．n）r tlleⅣ  

qub如に鍋〟，111tl皿1工で（，aぐ11（1tlt）it仙ヱーbaぶiHtnde血11血仁一  
the N－bit kcy rcrL＊1．Ch（）（）HP alilleaユ・1y壷1dcpelldent set  

（陥〉ん＝し‥〃－′r⊥Ⅰ・iul（1（｝1山y，皿dallll（）11Il（・（－ittoEve・Le†  

㍍reし・佑b（、t・11ぐた－tllt）it・（）ft山千鮎1山」肝yK餌．   

IllOr（kr tt＝110W tlmt Evulliは1正郎裏bleil血rIll如iml  

On代fhl，We（・011Sidt！ry（1tall（）tllerprOtOC（）1，Whicllislater  

ShowlltO b（ゝ叫11ivalellt tOProtoぐ（｝11．D（屯11eOl）（lratOr  

∑〝（W）≡死1塘…J£〃（〃＝∬，ヱ）鮎血1島011にめ〃n甘  
Ⅳ－bits（1q11enぐeW＝［占1占2…わⅣトTllぐ11eWl）ごりtl（）ぐり1iH  

血▲丘11（1（1dぷ払1lowバ：   

Protoco12 －Ⅳ（a）Al）ply＾alldlllake uleaSurellleIlt 
A才良一）117イ此tOObt乱imoutc（Jlll（、〃，（b）Cb机）鮒Ⅳ－bitse－  

qu（モ11CeSl隼（J＝1，‥・”1）rall（lol山肌鋸1d t濾e弧紺bi－  

traIγlinearly－ill（lepelldellt Set（VL）k＝1，．．．N～m OfN－bit  

SequellC餌Satis付i噂佑・lり＝0払ranyj，た．AllnOun押  

‡Ⅵ‡to Evet（c）Measurモモm（｝bserⅧbles（∑ヱ（呵）1  

todeterII血eam〃－bitsequen（ieズ＊鮎We Willexpl扇n  

lat鮮・（d）Apl）lyullitaryol婚ratiull∑ヱ（X＊）．（c）Mcasur（▲  

（∑ヱ（峨））to（ユ（ltermin（lthe（N－m）－bitfinalkeyrc触．   

汀Ⅵ杷nlea甜ご（dに励〃皿tlleご功鮎isbe払restel）（ぐ），thp  
OutCOmCXw（）uldb…neOf2Nそcandida幅7Lexcept  
払rprobabilityr7（Assumpti（）n2）．EachnlCa机汀enltLntOf  

∑ご（呵）ill由p（ぐ）g血s乱ど乱【1〔lolnpa血ybit∬・呵，  

Whichllalvesthenulrlbcrof（胤ndidates．H（モエ1（曾、aSintllぐ   

11tllllber叫IWitlltll（モ1）11之u…1●1●（汀（αJ㊥Jユ・〒『1）融i適用  

γ埴1／Ⅳ≦∂f，ll・H（汀（モ∂t）it氾1（1∂pllaI・（l（1（、tぐrllllll（、（＝－Ⅰ●（｝111tll（ゝ  

Ⅰ・tmlt昌（）ftll（モt（l両．H（1r（モW（ゝ（・（）11Hi（l（甘111（）r（モ酢11（、mlぐiLH（lバ、  

illWlli（心tlleHiz（用r71A㊤妬ゴi…Ⅰ・lJitrとげy．Wl由V（・岬工・（）（）r  

銑）rt・11（ゝulCOll（litioniLIHfモ（・urity（）ftll（Ll）r（）t（｝（・（）1HllilVil唱tll（、  

銑Jll（）WlI唱n）rlll：   

ActualProtocoI Ali（・（！all（lB（）bl11akモ111（1心11rClll（皿tS  

Ol171A all（1ol171［3，r（一Sl）（1（：tiv（モ1y．Througlla11（モ11（・ryl）te（1  

（・1aぷSiぐ山（、Omlllltllliぐ雨ioll（：011日tllllll唱rb如し）f淡－ぐr（、tk（ゝy，  

tllぐya鮮（モtモ011allⅣ－l）it工・（！ぐ（）11（：il（、（1k（ツKr（・‥（▲Ⅹぐぐ1）t土t）1、～L  

ll（唱1igiblcfailur（！l）r（）biLbility．IlltllebillaryVeCt（）rq）tL（：（！  

011〃bitバーt）11（モ1）之ばty（心00出れ1ill（、～Ll・1y－ill（1（ゝ1）用（1（mtH（豆  

i佑）んヒ1，…，N－，n OfN－bit s（さ（1u蝕ぐeバralldolnly all（1aユト  

Il（）unCeit．Tlleた－tllbitノt）ft山山1山kモy K餌is（1（屯11t－（l  

拙＝昭弘餌Ⅰ∬0（111CtKrtlL・・Ⅵ・  

Tlli机）ごりtOぐ0111（1Wlypr（）（111（・蝕㍉Ⅳ－mbit＝（）一駅1ぐⅠ・（－t・k（モy，  

a11（1tlle11et Se（†ret k（1y gaillis G＝ N－r－m bit・S．  

Ⅵ毎f止血give餌1りⅥ汀ViぐW（）f（）11rお亡モⅢⅠ・i†・ypr（）Of，t・れki叫  

七山SllOr－Pr即応11（SP）（：鮎（、心配1（モXiulll）1e．Tll（モぐ〔）r（モ  

Ofourappr（）鋸11is tortモg∬（1Kr。t一心tllel）utぐ0111eり士－エー  

b乱8isllleaSu∫eul日加（）11Ⅳvil仙止（1tll）itsに的〃・Illtll（モ  
SPcase，Wenlayj11Sti（1（111ti＆7iJ3WitllK幽〃．N（，Xt，W仁L  
askhowwecoul（111aVCpr（モ（1iぐte（ltllCN－bitout（TOl11（モX  

ifthe N qubitsllad beぐ11111（！aSure（1iIltheユトbasiH．Ill  

tllCSPca騨，Weぐ（）uldllaV（モ111（モ餌ured7iA O11tlleX－basiバ  

toobtain allN－bit out（・0111e P．rrh（！r氾1（1（几11鮎ulll）1il唱  

tests assure tllat tllis out（ミOl11C（・Oill（：i（1（モt；With X witllill  
～N6ph－bit（汀mrS111a工11ely，tlle C（〕11ditiollal（モ11tr（）l）yiH  

bou11dcd a占H（XIp）≦NE with E～h（6pll），Wll（lr（、  

ん（訂）＝－ylog訂－（1一訂）1（）g（1－封）．TllUll，tll〔1111此ト  

tainty（）fthecollll）lelllHltaryObs（甘Val）1（l，11ai11Cly，tl旺！ヱー  

basisout（・0工11eKreいが11（）ul（1s孔tis相方（K持。）≧Ⅳ－Ⅳ∈此－  

COrdillgtOtlleelltr（）Picunccrtaintyrelatioll【14］．  

itis11Ot8urPrisingthatEvellaSllegligiblei工血mlatioll  
Ollthc丘11alkeyrc餌Whcllm＝N［h（6ph）＋eトSi11C（1th（モ  

err（汀CorI・eCtio工1COllSumeSr＝Ⅳ［九（∂bit）＋小雨ofs胱工てモt  

key－Wearriveattllefall山iar．asyn11）tOtiぐIl（・tkey脚ill  

G＝叫1－た挿bit）－ん（∂ph）】・   （1）   

3 Main theorem  

ThcroughsketdlOftheproofilltheprevio11S SE机ioll  
Canbellla（1estrict a11dgeIleralizedas丘）1lowH．Firstw（l  

ChooseaqualltumOperatiollAthatconvertsstatepol1  

71A⑳＋tBtOStateA（p）on7iL～㊤K：也N，Where71ftSt弧dH  
払ranancillarysysteln月．Ⅵ屯furtllerCOllSi（1er aln（！a－  

SurenlentMROnナffL，anddefu1eJ↓tObeitsoutcome．As  

Wehaveseen，intheSP caぷeWenlayChoosfI＾tobe a  

trivialoperatiollAo thatjust changes thede丘nitionas  
71A望7LRand7イB望K⑪N，andtakeMEttObetlleX－  
basis measurement・But t．he se（二urity proofller（モallows  

alnlOStfreechoiぐ〔！SOf＾andMR，eXC（lPt丘）rtlle鮎11owi11g  

requユremleIlt：   

Assumptionl－ Theappli（・ationofA鋭）11owedbythe  
sta11dardz－basisnleaSureluelltSOIIK：めNisequivalellttO  
themeasurcmentofrc，eCOl171A㊨7iBiIIA（・t11alProt（）COl．  
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husI山1gIlletllOdnfE工）P【15トbyblOWimgナ乃＝〃（モ十亡）  

ramdonlParitybitswecanderiveall仁一StinlateX＊（）fX  
withanexpolle11tial1y封11au払ilureprobabilityPr（X＊≠  

X）≦T7′≡r7＋2‾Nt．Thell，ifwellleaSu∬edK：酬oll  
the3：－baぷisafterthephase且ipinstep（d），theout（：Ollle  

WOuldl）eX＊MX，Whichi長Oexcept丘）rl）rObabihtyr7／．  

ThisimpliesthatthestatecTOfthequbitsafterstep（d）  
isa11ea∫1y－Pur（＝tateSatisbriIlgくO讐N回0ぎN）≧1NT7′，  

wherelOgN〉isthe㌃basiseigenstatehrX＝0．Since  

theIlleaSuremelltinstep（e）isappliedonthisll紬rly－pure  

State，Evehasolllynegligible（atmostS（q）≦［h（り′）＋  

Nり′トbit）in払rmationaboutrc触．   

TheequivaleIICeOfthetwo protocoIs are easy to be  
Seen・In Protoco12，tll（モOperatOrS†∑ヱ（陥））commut（ゝ  

with∑之（X＊）alldwith∑．r（TYl）si工1Ce惰・町＝0・Hぐ11（さe  

WeCanOmitsteps（c）and（d）乱ndstillobtaintlleS胤111C  
halkey．WefurtherllOticethatMRisIIOWr（！dunda11t，  

and thechoosinglllethodof（陥）caェ1b＝impli鮎dt（）  

arandonlSelection．NotiIlgthat（∑E（Vk）1canbealso  

Obtainedthroughaz－basismeasurenlentOIleadlqubit，  

Wea∫eleadtoProtoco11．ThiscolIlplet（さStllCprOOf．   

5 Discussion  

Ⅵ屯have described aIIlethod ofl）rOving the uncoll－  

ditionalsecurity which tmi鮎s two maJOr preVious ap－  

PrOadleS and retains the advantagesin both ofthelll．  

TheproofrcliesontheobservatiollthatAlicecaIlgueSS  

thez－basisoutcomesofvirtualNqubitswitllr－bitunCer－  
taintyinthcactualprotocol，a11dAlicea▲lldBobcanguess  

theヱトbasisoutcoIIleSWithm－bituncertai11tyillaCqulV－  

alentprotocol．The“excess”overtheullCertai11tylimit，  

N－r－m，amOu山S tOthekeyga．in．Notethatifthey  

ShareanlaXimal1yeIltangledstate（MES），Alicealonecan  

guess払rbothofthebases．Thecolldition正）rthesecre（y  

isweal嘘rthanthatsinceitallowshertoc（）11aboratewith  
Bobnonlocal1yhrtheこrbasis，throughallyOperatio11A  

Satis＆ingAssumptionl．Thisdi鮎renceisconsideredto  

beareasollforthegapbetweendisti11ableentanglenlent  

andsecretkeygain［13トInfaL！t，eXamPlesin［13lare  

COnStruCtedbyapplyinganonlocal”twisting”operation  
topAB㊤pAIBI，WllerePABis an MES．Theirtwistillg  

OPeratioIIS donot change theoutcome ofz－basis mea－  
SurementOn71B，WhichcaJlberegardedasrcrec．Hence，  

WeCande丘neAtobether飢℃rSeOfthetwisting払1lowed  
byAo，Wllichsatis丘esAssunlPtionl．Thisshowsthatthe  

presentmethodpotentianygivesakeyrateexceediI唱the  
amountofdisti11ableentanglement．   
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SecurityproofoftheBB84protocolinpracticalimplementation  

Y（）（1山Wlt創服止祀1  

1肌仙川J毎仙よeげ劇的m托止血，加…γて点り叩肌血払刀川Jム巾rT肌抽†ム肌d恥如旧  
2－ノーg跳ね£椚上山β／と王，仇小山－た払孤んyoJ〟J叫t叫ノ叩仇  

Abstract・Tl血1）al）（lrl）r（）viLl（”LW・11rityl）1・t）りft）ftll（、B（皿l（ttt・－Br揖バ～ば（l（BB叫q11iLlltulllk（、y（1istributi（）11  

∴ 
；二‖ 

（i由（加rぐ皿b（t1111ぐ11とげ以・t（血ぐ（1・Tll（＝）r（）（）土●i＝）（汀拉）rl上1e（ibyl（）鞘甘心u1111（iil唱a止祀ー皿r再R。dllyi仙tI・uIJy  

at）（）uttl”tkcyl）（If（）r（11）1・ivEL（・yal11l）1ifi（・雨iuIL Tll（lb（）ull（lr（Wと11バt・11｛、1（，～L（lillgf～L（・tL）rWlli（・11rt止1ぐぐぷtllCk叩  
辟11（モエー礼ti（）11r血（l．  

Keywords：PI・a（・ti（‥al（1u氾1tulllk（1y（1i止ril）utioll，Ull（・”1（litiり11al＝（一（：一11・ity  

1Introduction  

OllL，（）ftll（lf1111（1揖11（†11t山1）rOblt1111HillCryl）tりgrlLl）11yiバ  

t（）pl・（）Videaw叩りfHll∬il堪之＝（▲（・Ⅰ・（、tI・氾1（1（）1111111Illt）αl）（し  

tw（、elltW（）pa・r抽バ，Ali（l（1illl（1Ⅰ∋（）l），illt，11（、1）ご（一躍11（・（lりf皿1  

adversary Ev（一．A qufultu111k仁一y（listrit）utiollS（血皿1〔1is  

asolutiollt（）tlliHl）r（｝l）1（叫1，2］；ill（1（1e（1it a11owH Ali（、t、  

an（1Bobtogellerat（モaSllar（1d㈹ぐr（lt・k（tySCCur（モIyagaillSt  

Ev（モwitllullb（）ull（1e（1rcsourぐLモS（）f（・（）111putatioll．rrl蘭＝把－  

（1urity（）fquallttllllk（ユy（1i武ril）11ti（）11a．画11日tき；el蛤ml批－  

tackswas鮎stl）r（）VedbyMay（叫10］．Aft（汀tllat，Sll（）r－  

Preskill【11］providcdasiull）1＝（t（：urityproofbascdulltlle  

Obscrvatiollthataqualltulllkt，y（鮎triblltioll（BBti4l）rO－  

t（JCOl）iscl（〕昌elyrel礼t（モ（1tt）印1乱山ulll錯rOrイ・01・r（－（再1鳩ぐ0心ゞ  

（CSScodes）・Gott・eSlllallllCtal・t（i】sll（）W（モ（ltlla・ttheSll（）r－  

Pres最11p工・00fisstillvれ1id鮎1【J堀iはtll（モ軋）uIで（、餌1（1（1（血・－  

t（）rareperfectenoughHOthatalldc払ぐ七日（lallallll掴tb（！  

abs（）rbcdintoEve’sattack（sccalHOt7，1司hrtll（！a（心icv－  

ablcrateofquantulllCOdesi工ItllCLSeCurityproof）．IllCOll－  

traぶttOthe醜（Wityproofbaぶ（！dollquallttlJllCOdes，th（モ  

Mayersproofhasarelllarkablc（：llara出Cristiぐ．N礼111ely、ill  

theMayersproof，altllOuglltheHOurCehaぷtObe（almost）  

Ⅰ）erfcct，thercisn（）reStri（：ti（）11011tll（！det（漑Or；inl）artic－  

ular、itcanbeuIldlara（：tCriヱ（さ（1．ByexcllallgiIlgtll（ユrOlfl  

OfthesourceanddetectoI・illtheMayersl）rOOf，Koaslli－  

Preskill【9】providedasecurit・ypmOfwhi（・11aPpliest．otll（モ  

CaSeWherethedetectori昌p（甘旋t，butth＝（）11r（・eCallb（1  

unClla∫aCterized（（ミⅩCeptthattheaverag仁一dstatcsar（1ill－  

dependeIlt（）fAli（－e’sbasis）．ThcailllOfthisworkiHtO  

exte11dthesesecurityproofsinidealsettiI聯tOtheolleill  
therealsettillgWhereboththesourceallddetectorcful  

bearbitrary・Wbprovide ase（WityproofoftheBB84  
PrOtOCOlinwllichtheo111yassulllptiollistllatthesource  

ischaracterizcd・IllthesanleWayaSKoashi－Presk  
仙s canbe trams払rlnedinto asecurityproofwhichis  
basedonthechar批・teristicsofthedetector．Ftntherwe  

notethatthesecurityproofalsoapphesto〔）therqualltuユ11  

keydistributioIlprOtOCOIssuchastheB92protocol【l］弧d  
theDPSQKD（Di蝕relltialphasesldftquantulllk（lydis－  
tribution）protocol【12］L   

2 Preliminaries   

Letus鮎strecal1theBB掴proもOぐ01【2］．Let71bca  

Hilbertspa£e，a11d駄）raHilbertspace7t，LTidell（加Stll（1  

identityomlけ・LetA＝〈1，・‥，〃），弧d丘）rβ⊂4  

血Ⅷ由り11（、（・心・（1ill山ityりfβt）yブlβ・TlleBB掴proto（‥01  

is（l（モ祀上・ib（モ（l心丘，11（｝WH：（i）Aliu，脚1げatぐバtWりbillaヱy  

由il榔αA＝（α∠）′∈J～ul（lごA＝（ご上†ほA触ⅢⅠて1i哨tn  

tll（li汀りhl）ili†・y（1i由it）11ti皿ク（αA，ヱA）＝汀げ（α加（ヱ豆）．  

（ii）B（Jt）酢11（、1・il柄注t）ill～甘y封ril哨占A＝（むよ†緩A aC－  

！：（）ユ血gtt｝血1）エ●りb～11）i町（1i由ibutit）ユ1p（巧・（iii）Aト  

1（：（冊11｛1Htlltモqu皿い11⊥1血t（1姑＝乱射恥溝01用酬  

tり払t）・（iv）Bりb叩1血！ド血ul（憬ur皿（モ11t（鶴）リノ＝  

（軌∈㌦痛し∈仙¢｝〃 （）1用測t（｝tller亡ミ（血（1q11aユ1－  

t11nlState，wilCrCEb，¢＝El，¢iゞthcule舶urenleI止COr－  

rcHl）011dil嘱t（）thcr（1昌111ttllatBobcalulOtdetectastate．  

（Ⅴ）Ali（てC all（1Bobr（哩CCtiv（さ1y（）1）ぐnaA andbA．Let  

p＝l豆∈Al肌≠¢i皿1（1C＝（ま∈かl勘＝わiトAhceand  

B＝l）S（モ1（▲ぐt‡川ul（hlll肌1t）S亡！tT⊂C以・（モ（）rrlil鳩山abino－  

11血hli細rib11ti（Jllpc（γ）＝月（lγい1c，押）．Let忙＝C－γ．  

（vi）Aliぐ…11d王3oL）（：Oull）ar（一∬TとuldyT，andcountthe  

ll11111berof（甘Ⅰ・（服，乃を＝l（査∈¶勘≠机）ト（vii）Bob  

estilllateSごぷbyexcll礼11糾咽げー（）r－COrreCtiomin払rm乱tion  

WitllAlicぐ・（viii）Ali（や 

． 

WcllCXt prOvi（1ebaゞi（三dc鮎1itionswi1ichwiu beused  

later（s腔仁l・g・，回hrd（ttailH）．L（！tPalldqbeprobabil－  

ity distributioll占．Thcrclative entropy betweenp aIld  

ヴis由W上1byエ）b掴）＝∑山p（u）（logp（山）wlo銅（山））・  

TllC mriatiolldista11CC betwec11P and qlS given by  

dv（p，曾）＝∑山†p（山トヴ（山）＞0‡＊，Wl酢1，払rar皿－  

（lo心nV肛iabl（モ∬，‡ズ（山）＞0）＊takestlleV山ue∬（山）if  

∬（山）＞0～址1dO（月山eェ・Wi町i，ぐ．‡∬＞0）＊＝ズヤズ＞叶  

Thequalltunl蝕血ogu（！OftlleVariationdistall（：（モiscal1cd  

th（－tr此e（鮎t～ⅢCe．Letβ鋸1dαbequa11tulllStateS．n）Ⅰ－  

allH（、rll山ian（）1）（1r礼tOr∬witlltlleSpe（ltralLle蝕1111）t）Sト  

tiolユズ＝∑戎工戒，de丘11仁さ加p両ecti日工1（∬＞0）by  

（X＞O†＝∑i：Jl，。Ei・Thetrac（！distallCCbctween  

弧dJistllellgivellbyみ（β，α）＝取（β－α）（β一打＞叶   

3 Security oftheBBS4 protocol 

n）prOVethcsecurityoftheBB朗protoeol，preVious  

WOrks［6，9，10，11las餌nlethat（モitllerAlice’ssourceor  

Bob’s detectoris su亀（・i（モ11tly p（1rfectin the sense that  

al1defbctsilltlle device can ahllOSt be absorbedinto  

Eve’sattaL・k．Notcthattheprevioussecurityproof岳have  

b（治山basedondirectlyboulldillgEve’snlutualinformar  

tiollabouttlle鮎1alkey，i．c．tllekeyaftcrpriv肝y乱mPli－  

fi（iatiou．IllthepreseIltW（）rk，We鮎stloⅥ汀－b（）undEve’s  
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R6nyientropyabouttllekeybefhreprlVaCyallll）lifi（鵠tioll，  

andthenapplypriⅤ紺yamPli鮎atio11givc11illtlleぐ1assiq  

Calin払rmatioIltheory，Wllichlllakcms（，OfacolllpreSSioll  

functiolldlOSeIlatrandonlfrolnaulliversalhaぷhfami1y  
（se（ラr3】払rtheclassicaltheoryofpriv批ya111pli鮎atioll）．   

Wb beginwithilltrO（1ucll唱aSil11pler protocoIwllOS  
SeCurityimplies thatoftheorigillalprotocol．LetX＝  

（（0，0），（0，1），（1，0），（1，1）），andα，β∈ズ．Ⅵ毎con由11Ct  

asetofl）ureStateS，（β‘七）ct甜，SuChthataphysicaltrallS一  

丸）rI11ationfrom（βα）α∈∬tO‡βα）α∈∬eXists．Letus鮎Ht  

Writepαinthe払rmofadec〔）111POSitioll  

（雨illl由仁ll（モ（、1ユーOrrと血モガkとLtん上■1・t）111pンニJとi／Jけ、tll（l  

（lrl－（）＝、血（モ～もt・ア・Dぐ員11（、il）工▲∂ブ▲＞（）？   

浸＝蕗十∂〃、  

∈i＝ナけ（判）2仁町割勘備川風再ヰ十∂誹・  

Th（ゝ11tllel）rOt）abiht・yt▲11atPk＞克iHt）川111（1（、（1～LH  

PrT挽＞抽≦∈；，  （2）  

Wllげ（モ1）r（）bとLtJihtyPけiバtilk（、11（）Ⅴ（1工・tll（、Ⅰ・氾1（1川1111（ゝバSill  

（・11（）（）扇1唱γ．   

Le七三l）etll（1n11tl）11t（）ftJll（ゝ111……Ⅰ・（1111（111t≡l）VEvぐ．Tll（！11、  

Wit・llしJutlo片St）fg（111erality，tll（1Ⅰ）r（）l）abilit・y（1iHtrit）uti（）11（）f  

t．11（、riul（1（）111Ⅵ血最）1（モS（！‡ulb（lWエ・itt（モ11Hぷ  

〆（α，みげ，封，ヱ，γ）＝p（α』，JJ）p（わ月）p（ペア）n・姓八紘，  

Wller（lA鶴ヱdell（血盟仁11（11）（）ゴitiv（・叫）＝・～1t廿Ⅴ山（l（111肌レ  

SurClll（一モ11t（POVM）1）（irれ汀111e（ll）y B（）l一）a11（1Ev（L．Illt血  

叩1）Ⅰ・（血111at（11）Ⅰ…（）…1，tll（ゝ（・（汀rtl叩（）11dil唱1皿山～11）ilit】y（1iゴー  

tributi（）ll（・allal出）b（、Writt（ゝ11～LH  

♂（α，b，諾，弘之，γ）＝由A，ごA）p（叶加（丁叩・払相島ヱ▼  

It tll11S駄）11（｝耶h・（）111抽（tlllt）11（）t…1iぐit－yりft．11（、tra・ぐ（、dis－  

taユ1（1（モtlla．t  

dv（pA，曾』）≦ビA，  （3）  

亡A≡dv（p（αA），抑（αA））＋∑両頭，ごA）項姓，鴎）■  
‘⊥人，・l・－4   

C（）11Side＝lOWtll（さ1）r（）bability（1i由ibutiり11叩£～ul（lq£  

血血1edby  

p£（ご，肌ヱ）＝p（£丁，封丁，ヱlαA、叶p、γ），  

す£（ご，封，ヱ）＝q（ェ丁，封丁，ヱlα』，ゐJ，p，γ），  

re叩eCtively・Itwil＝1elptorenl（、工11berMark（）Ⅴ、Hill（モqualー  

ity払rallOlト11egativeI・餌1（lolllVa血bl（、ズ餌1（1aぐⅢ1St鮎1t  

C＞0，  

Pr【ズ≧c丘■（X）】≦c■l．  

Heretheexl）eCtatiollE（X）1上Iayberepla（モCdbyit．supper  

bou工1d・Ifwede餌eズ＝（〆一瞥A＞0）リp（αd、が、p，γ），  

thenMarkov－silleq11ality丘）rX all（1acoll血11tCT＞0，  

tog鵡herwi出1（3），gives  

Prp刷pA一曾A＞げ≧cγ仁山p（αA，叶p，丁）】≦亘l．  

SinLilarly，itcanbesllOWnthat  

PrpAt（♂一〆＞畔≧cT∈朋（αA，叶p、丁）1≦c；1，  

Consequelltly，W（lOt）taill  

町′A【dv（p£，曾£）≧cT∈A】≦2c；1．  （4）   

Th（1l）r（｝babilitydistributi（）11q£（iallb（l工・（tI）rぐ椚1ted鮎  

ノl  

人魚（∈）砂α（引〉〈鶴（蝕d∈．   （1）  βα＝  

Thenwecande丘11etheGramnlatrixGby   

【恥＝／（人α入′ブ）古（¢潮〈軋購，  

WllereJ4）α〉＝J¢α（E）〉isastatcollall弧Ci11asy拙111Tt4，・  

Hereitshoul（1besta・tedtllattlledecorllPOSitioll（1）a11（1  

thechoiceoff4＞α（E）〉arenotullique；theysllOul（1bedtl－  

t（，rminedsothatthelengthofthe鮎1alkcywi11b（さmaX－  

imized．Itisclear＆omtlle（1cfilliti（）nOfGthatG≧0，  

aIld so asquarematrixCexi舶Suぐ11that G＝C†c．  

Further，Sincea山tllediagonaleleIlleIltS（）fG arel，W（！  

Cande且neap11reStatei5αOnafour－（1inlenSiollalHilbert  

SpaCeフィ4by  

βα＝l（丁凸〉くCαト  

WhereCαdellOteStheα－thcolullmOfC，Itfouows  

thisconstructionthatthereexistsaphysicaltrall丑）rnla－  
tion鉦0In（ん‡α甜tO（β凸）α∈ズ（See［4］）．CollSi（1erllere  

amodifiedprotocolinwi1ichAliceusespainsteadofpct・  
Byuslngtheabovetrans払rmation，OneC乱nCOllVert all  

arbitraryadversaryattackingtheoriginalprotocoliェ1tO  
anadversaryattackingthemodi鮎dprotocol．Th（∋re払re，  

ifthereexistsanadversarywhichcanbreaktheorlglnal  
protocol，i．e．iftheoriginalprotocolisinsecure，thellthe  

modifiedprotocolisalsoiSeCure；Orequivalently（co－  
traposition），ifthelatterlS SeCure，then the払rIllerlS  

also secure．Basedonthis consideration，Wewi11treat  

themodi鮎dprotocolinsteadoftheoriginalprotocol・   
WenextintroduceaprotocoIwhichapproximatesthc  

modiaedprotocol・Let712beatwo－dimensionalsubspac  
Of7i4，弧d‡0・α）α錨beasetofstateson712SuChthat  

∂0＝行1，百α＝ ∑由）帰・  
エ∈lOJ）  

Herethechoiceofo・ctisllOtunique；itshouldbedeter－  
minedsothatthedist弧CedT（硫，Cr票黒）wi11bemini－  

mized・NowwecanintroduceallaPprOXimateprotocol  
inwhichAlicesendso・e2Withprobabilityq（a＾，XA）＝  

niPu（ai）p（xi），Wherepudenc＞teStheunihrIndistribu－  

tion．   

Let n∈N，andforl≦i≦n，1et Xibearandom  

Variable distributedover†0，1）withPr［Xi＝1】＝P．  

De丘neズ＝∑芸l薫・Tbem，払r∂＞0，   

Pr【Ⅹ≧m（p＋∂）】≦氾eXp2ト円か（月1（p）牌1（p十用），  

Whereexp2（x）＝2エandBlderlOteSaBerllOuuidistrir  
bution（see e・g・，【5】）．Thisinequality callbe u占ed to  

p（∬丁）Ⅱ倉崇∫丁爪鶴丁ヱ  

q£（ェ，封，ヱ）＝   
T－・汀りl・lJムごl  

－762－   



H（11・（lⅥ7（、11il一Ⅴ（l11バ（ゝ（1tll（l（1（、hliti川1バ  wll（、1・（、W（、1吊V（モ（1（屯11（さ（1  

穂〝＝ ∑ p（ェ・に）碓J‥  
Jrr：い棚〟l≦′甘症  

1t・止（）111（1t｝（、血t〉（、（1tノ1血且l），0十月0，1ニgl．（ー＋且1，1，氾1（l  

町兢（諾，ヱ）ニ鴎（£，ヱ）・TlliLt永t11（、．ゆ1†・1）Ⅰ・（）b払l）ilityり土●  

tll（11・氾1（1＝LlⅥLrh仙lバご氾1（1ヱiバill（1（11）（111（l（、11い）rt；1虻b細心  

服（、（1h汀tll（ゝB（It）’バ111（、iし皿r（111損11t．H（111（‥（ヤ、illt－11（、S（1（111（11、  

W（lWillぐ‖11晶lI・藍（ごル可r雨晶r†〉ll÷tllp翫ご，封，ヱ）・   

L（、t月霊（鞘，小1（、11（）†…11（、…11（1itil）11と11R在野it旭rt）l）y  

（l（1fill（l（1t）Ⅴ  

鶴（机，ニ）ニーー1り島ヱ∑（琉（ぷこ可y＝訂・Z＝ヱ））2，  
＿J・左’   

Wll（lI・（、il・（叫）it山い＝（l工・（…yズ）（1（111りt〔lバtll（－1・之111（lり111Ⅵ山一  

山）1（、Wlli（・11冊ユ11リ1…tll（、（・りl甘叩1111（1il噌肌1呈1111（仙ゝrトw  

叶¶）1りWぐトt）t｝11山鶴，Ⅵr…）WtllJl）（両）（皿1〔1tll（圧On－  

（1itiり1扇い1・りIJと山肌i隼鴎（軸，ヱ）皿1鴎（紬汀Lt豆毎  

l）（用⊥（さバ1Ⅲ止k止（li計11Ⅵ1血り土一穂．Tll（モ11斤にiバ捏Ⅴ皿by  

毎＝（lXl）2卜成Å斤．J－－↑1と入斤⊥），  

wll（111（l砿＝t（i∈呵勘＝用土t）rら∈（0，1），a山d入げ  

（1（、1拍車亮tll（、皿1山1（、【t（li酢11Vど山1（l（汀i＝舶t（モれBy（1e鮎山i（）11  

（）r常に、itiH（・1用Ⅰ・tlい1t．  

鴎（〟，ヱ）≧斤爪、玖‥≡（耽）岬1¶・・丸亀エ  

¶＝11Jl）（lr－l）（）11エ1（1鴎（∬，訂、ヱ），W（1（叩弧両霊（∬，臥g）bylほ－  

il唱tll（、i（1（、11tity打たJ▼＝（坊十吼）†碓ノイ鴨＋鴨），Wllere  

l  り′＝（死）‾ぎ庸一碓！ノ）与、亀＝√H疋一鴨．  

Cり11パi（iげ触t′tゴ11（モt（、rlllillぐ1tl（1il嶋田碓工屯・01111Sll増  

穂＝館山1（16k＝≧碓一碓y，it（lallt）（モSllOWlltllat  

m母α禁J．転≦m・打た∫僻）‾与亀（碓）‾喜  
Th（汀（ミhJr（1   

（レん）‾1p（㌦揮・甘塩弟彗㌦≦靴代  

11   打に≡p（∬人●）加£ミJ・（穂）‾了碓り（菰）～冒  

Itiゴ11（JW（、（）11Ⅵ射止11t tO（1（モ丘11仁、  

碓雷＝㊥叩2（軸心－1）（（ト症）碓机十赫‰），  
i∈に  

wller（沌（p）＝－pl（）g2p－（トp）1（鳩2（トp）・Sillぐe碓y≦  

碓雷，Wee皿t止侶代illalllt汀（！（ⅧⅤ血ellt良爪11  

打に＝再伸α誓エ（碓）‾喜咤雷爾）｝喜  

C仙血rll（モXt山さ如uユillぐ1udil唱鳴碓ヱ鴨，i・（l・   

転（ご，訂，ヱ）≡（耽）‾1p（凸m炉訂騨監・  

ⅠIl（、quれ1ity（G）1ユ（JWlビa（1日to   

∑紬ヱ） ≦u疋・  

∫r、り人＼こ  

軋■r＝∑p（㌦恒‘r）α崇．f・－  
．J・J  

〃漂′丁ヱ＝∑几硫。・  
′）」：（●一丁                    〟  

∂ごニ∑如丁）倉ヱJr，  
J・r  

肘㌔二∑咄′r。・  
〟丁、ニ  

wit，11CJ≡（カγ＝〃γ∧カ♪‾丁∈（t）刃7）イ∧か4‾P＝  

¢A‾か）．Nt）W，れ）1、～1t）江血αA，1（ltゐA（1（111りt（ltll（ll）心血  

ゝ11ぐ11†，11注t  

㌦＝丘ん，丘月¶一人二＝α｝4‾人1 、  

Wll（、1、（・a（1（111（）t・（モバtll（、l）iトWiバ（lillV（ゝⅠ・バiり11りfl）illi汀y正ri堀α．  

It…11血11b川溺（山1拙t姓r＝軋′7山九鶴丁ユニ  

A鶴丁エーt）㈹－1H（モ∂0ニ∂1皿1（ユ恥†－恥1ニg川十軋1，  
ⅠⅧ1）（、（・tiv（11y．Tll（甘（心r（、，it・iバ（1（，（lll（・ultl…ttll叩r（）l）aL）ili丹  

（1i由ibtlti‖11バ甘£～1・11両ニ，～汀（、i‘1（、11ti（止It山心仙）Wト  

丘（）111（4い・11由  

れ（払底）≦cr亡A，  （5）  

wlli〔・hllOl（1ゞWitlll）Ⅰ・（止机l）ili伊鉦＝畑山1－2c；1・   
CollSi（1tlI・11（、Ⅹt・出1り）rりt）油ility（1i由il）11ti（）11Hp慧れ11（1曾㌫′  

（1e軋1（モ（1by   

ノ）誉′．レ、J／∴巨〃・、l・人．′／人、ニlり、－l．レl．ミ′、り√、P、丁上   

品直∴〃、ニー・．／い人、J／し．ご：り‘l、い一l、亡丁．′ノブ、jリ∴  

Ⅰ・（坤（さCtiv（モ1y．T山1）ItOb～血1ity（1i由il）uti（）11q霊（ご，封，可（・氾1  

beI・el）Ⅰ・es（111t（さ（1iもが  

直に）廿∂崇J．人▼丸亀にヱ  
菰（エ，封，ヱ）＝   

n・略噸～  

H（lr（1W（〕11aVぐtlゴ（モ（1tll（1（1（、鮎1itiり11バ  

ん 軋に＝∑p（盆山t£に，∈γ）嬬，行票く＝∑由）∂崇．∫人、，  
i・4 ∫に  

〟島疋ヱ＝∑相島ヱ，   A硫＝∑嘲ゎ  
が‥（、’㌻  リー、ニ  

WitllC㌘≡（折＝㌦∧カγ＝りr∧わp～C∈‡扶1）‘D‾C∧  

が‾p＝¢A‾p）・N（加that∂崇ノ．灯（Ⅶ1t）（ラビXl）Ⅰ・（l帥rユill加  

ゎrlll  

け∴八一けた一∴汀：lミ人、  
wh（，re，払rB⊂Aallda血tぐP＾（｝1171A，Pβiゴg血11by  
ta最Ilgtllel）ばtialtra（・eOⅥゝrナ上山‾β，i．e．ββ≡取研一β〆．  

Here∂霊にisin（桓匪11delltOfx㍍1alldhell（・（モtll（lre（1ⅩiHtS  

aPOVM（A亀ヱ‡0Ⅰ用にs血血t  

菰（∬，封，ヱ）＝（枕）‾1加奈J・鴫ヱ，  

Where枕≡n5f噂，＝Tr碓咤，isthenorlll～迅zatit）11  
（ニ011さ；tallt．   

Now，inequalitics（2）all（1（5）1（触1t（）  

∑   曾蕊（ご，弘之）≦山品．〕吠≡仁を＋叶亡J；  
ヱだ，yr，ヱ車¢〟l＞′症症  

（）re（1tliv山t！11tly  

∑叫穂一碓〟）A広三≦レに山に，  （（i）  

〟打、こ  

ー763－   



HeIICeMarkov’sinequality払rX＝qLb／菰alldac・m－  

StalltC＞ObeconleS  

Pr吃【曾こ呂（ェ〉封，g）≧c山に甘藍（∬）封，ヱ）】≦c十  

Final1y，theremainingternlSCanbebounded，byuseof  

Schwarz’sinequality，aS   

m躯（㌔）げ禁ヱ亀鴫ヱ≦（耽W転（諾，肌ぷ））古，   

加加（㌔）塙W亀≦（耽代転（∬，訂，ヱ））喜・  

It therefbre錠）1lows that  

疲（ェ，仇ヱ）≦（（打尤て矢）喜＋（ぬ車用，ヱ））喜）2，  

a瓜d so  

4 Futureproblems   

WecIoHetlliHl）al）erwitl1111elltiolllllgS（）111（L（1Ⅹt（111Si（）11H  

Ofthe！abov（1Se（：urityproof．Illth（”allleWayaSK（）心11i－  

Prcskillf91，We（泡11Ⅰ）rOVideasc（Wityl）rO（）fりftllぐBBH4  

protocoIwherethcolilyaぷSumf）tiollisthatt・ll（さ（1eteぐt．川・  

餌1（1ba占is（1q）似1（1（111ぐeOftll（－aVeエ・a酢（1stat（、H∬（lぐ11ilraf・－  

terized・Itis山soofillll）OrtanCetOgiveas（さぐ11ritylJrⅢ）f  

Oftlle】〕92protocol［l］inpracticalilllplelllmltatioll．S11l）－  

posethattlleSOurCegellerateSPoWithl）rObat）ilitypoalld  
PlwitllprObabilitypl・De鮎1ethe11／う“byilltr（）（111（1illgtll（1  

GraIllmatrixasabove・NotethatPLLisal）ureStat（｝（）11a  

two－diIllellSiollalHilbertspace712．HellCC，the餌yllulltし  

trylllelltio11edaboveautolllatical1yv餌1isll（モSi11tlliHぐ心e，  

Which could be collSidcred as alla（1v弧．ta即Oftll（モB92  

protocol．More detailediIlVeStigatioll（、011ぐ（lmi11g tllftゞ（、  

extensionswi11beth（さSubjectoffuturew（）rk．   
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Pr。急場（軸ぷ）≧Ⅲd≦c‾1，恥   

肩に（ト（仇状）喜）2－  

InthesalneWayaSbe払rc（sec（4）），Markov’sinequality  

fbraconstantcK＞Ocallbeusedtoshowtllat   

PrpA【dvb蕊（軸，g）庵（軸ヱ））≧cに亡A】≦2c這1，  

鋸1dllenCe  

Prp慧路（軸〉ヱ）≧nに十Cに仁山】≦c■1，  
whichholdswithprobabilityatleastl－2cflq2c這1  
（withrespecttoprobabilitydistributionp＾）．W白note  
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De丘ne  

月羞＝－log2豊鞠＋cに仁山），  
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hashfunCtionsた・om（0，1）nto（0，1）m．IfAliceandBob  

cllOOSeS＝g（xK）astheirsecretkey，thenEve，sexpected  

iI血rmation about S，given Z alld G，SatisfiesI（S：  

Z，G）≦m亡。十2‾リ1n2，Wheree。≡C‾1＋2c手1＋2c嘉ユ，  
IdellOteStllemutualill払rnlation，ZuldweconsiderYas  

a11auXiliaryra皿domvariable（see【3］hrdetails）．Note  

tllat噸isnotexplicitlydependentonthecharacteristics  

Ofthedetector，andhencethedetectorcanbeunchara£－  

terized・Fbrther，theternle＾apPrOaCheslasnK：→∞  

ullesspa，エ＝Cra，2・Thisshowsthattheleadingfactor  

reducingthekeygenerationrateistheasymmetryofthe  

SOurCerepreSentedbythetemle＾，andhenceeliminating  

theasylnmetryisofpracticalimportanceinimplement－  

1ngefBcielltquantumkeydistributionsche皿eS．   

n）Seethatourresultisconsistentwiththeprevious  

OneS，WeSuppOSethatthesourceisperfbct．Inthiscase，  

間C弧t血毎＝β叩＝毎，和子房1＝（1／2）h2－  

碓＝（1／2）穐にんぎ，亡止＝0，p（ごに）＝汀差＝（1／2）靴■弧d  

取碓工碓雷＝eXp2卜円仁（2一帖去）））．Sinee叱＝e㌻→0  

鮎牝→∞払r丘Ⅹed∂p，確／托にapprO血esトん（路）払r  

sufBcientlysmallc－l，C妄1，C這1alld6p．Thisisconsistent  

withtheresultsinthepreviousworks［6，9，10，11］・  
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OnInformation－Disturbance Theorem  

℃tk岬11k＝Miy～も（l（甘d．1＊  Hi（1（、kiIIl以i12   

1／立付…′J′r’川／げノ・りJ小′川√∫／…′・ヾ′√・川叫り－リソ・ヾ」。＼－り／ハ古りり＝い／小／－りノ／′′J侶′刷／．、一川〃′＝…J7′・．イ仙車ノ〃∴・けヾ′J∴  

仙／川／…－′りり′J＝川川り／…J・ヾgJ・ヾ・・仙川‖・／り．川′小一・Jリー／川．Jり旬り川／肌ノJ．Jり′りり  

り血血れ甘加山抽出晶伽（り九血血炉イm如．  

・い・ノ人■・り′人り／札町川′りト∫．Jl・車Jt－Jl、－ヽ・1JJ∴．／＝J＝川   

Abstract・W、（1（、1・iv…11（）Ⅴ（、lv（jrHi（，11（）fill土brlll～iti（）1ト（1i仙1rl）皿（・（潮l（、りr”11HWlli（・1川r（、（：rll（lizLlilltll…1・urity   

l）r川）f＝fBBバ4（1tl～111t11111k（1y（1iHtI油11tiolll）Ⅰ・（）t川ゝ（）1・Ⅴんト11りW一山＝11（、il血rlll雨i（Jll糾111t）yEv（、ill（－Vlt・～tt）1v   

l肌k（、バtll（＝）11t（皿11…l）y13（｝t）illtll（用）1tjtl糾t（lt）心iパ11りt．0111y（、汀川1（t‖11バl）l止Ⅰ・iLll（l（Jlll．  

Keywords：IlllhI・111山i＜）1トDiHt11rt）TLllぐ（tTh＜…・（l叫BB掴QKDl）上仙）（・Ol．  

1 Introduction 

Illlf）バ4Bt皿1州皿（1Bl・皿Ⅷ叫111）Ⅰ叩（）H（、（1札q11江甘いull  

k叩（1iバtI・it）11t・i（）11l）rりtり（▲り1wlli（心iパ11（）Wぐ山1（冥1心BB掴  

1汀りt川lり1・Itバtlll（・り11（1il・iり1上山ト（l（・111・itLy W揖ミ丘mt′l）Ⅰ・‖V（、（l  

L）y M岬（叫2】illlり鮎皿（1ヱLft冊11iドl）ーり0土■tll（†Ⅴ～LI・i川1バ  

1）r（）濾帖4、5111We叩1）（、iLIて止 Alllt）1唱t・11elll，払い1・川）f  

l）y13ill之ull，B（Ⅳ（ゝr，B（｝yki叫h′1‖Ⅰ－、氾1（1R（）yr1110W（ユhll・y【4j  

isba′Stモ（111Ⅰ）り11ともH（）イ・idl（†‘1かゆ†T托化如†1混血rんαす員（二e兢㍑ト  

rwTLamdi昌Ⅰ・（ゝ1atぐ（1witlltll（モ1）rL、S（モ11tl）al）（lr．A（i（｝ol・（1illg  

t（）tll（ゝtllC（）r（ml，tll（†illhrll血iり11gailll）yEv（モi11（モVitd，bly  

illrlu（、（ゝ出げmrβillO11t（ゝ（）111（、HObい血ぐ（1tJyB（）l）．Tlliゴ（1iバtur－  

ball（！e（111ilbl（モ昌Ali（三（、氾1（ユB（）btり11りti（℃tl腔＝裏t（肌（ノミ（、0土■山上  
紬Ⅴ（！バdrol）王）ば・Asw（！11aポitHal）l）1icatiollt（｝BB掴prot（ト  

C（）1，血1（黒it皿11t）（モⅠ・（駆It（1（ゝ（1礼ゞとulill土l）工・111と山…1t加（Jlて1五・  

Ⅴ（ゝrHi（）11（）ftlll（、亡離山11tyI・（モhti（叫tll（、tll仙Ⅰ・（1111i8VHツill虹ト  

CSt・i11gbyits亡モ1f・R（冊11tly，B（）ykillと止1（1R（）yChow（111ury［叫  
SllOW（！daHilllr）1（モⅠ）rりOf（）ftll（さtll（モ〔丑（、111ill～ularbitrary（1i－  

rne11Siollbyu血1gP11rificatio11t（！（・1miquean（1tracellOrn1  

im（－（1u乱臣y．Wさ，illtl血Ⅰ）叩仁汀，rl（11うve払di軌汀elltVerSiollOr  

thetlほ（）rCnl．Ourill丘Jrlllatiolト（1ititurball（1（1thoorclnisall  

inequalitybetwe（・Iltlleil血mlati（）11gaillbyEveall（1thc  

m†乙dom†潜β（ratlleI・tllaユ1（！rrO工・1）rOba・bi肌y）ofth（†Ouト  

COl11eSObtaillCdbvBob．Wccoull）arCOl∬th（うOrenlwitll  

the払rlllerOlle！allddiscussi拍illlPlicati（）11．   

2 Setting   

Lptusbegillwithasettillg．Tllr（モeClliu・以・t（lrS，Ali（：C，  

Boba11dEvcplaythcirroltモS．OursettillglSaSil111）1i鮎（1  

V（lrSioll（）fBB掴quallttl111keydi由ibuti（）11prOtOCOl．Tllfl  

丘）11owlllgaユ1aユysis，h（）WCVer，（モa11beeasilyappliedtothe  

fullBBH4protocolwithproccedi11gl）ubli（ミ（1isc心Sio11l）rO－  
Ced11reS・LetuscollSi（1ertwopairsofortllOgOllalstatcs，  

わ‥＝（粧囚）弧〔1its∽廟タα孟仁方：＝il町田）illC2．  

They are aぷSt揖1e（1mutually ullbi払出ed witll飽（1111）tll仁汀．  

Th血is，  

（潮＝露トげん  

h（J埜払rea（llpairofi，k∈（0，1）・Alice鮎stゴ（血tsb  

or b whichis used to ellCOde a riuld（山1nulllb（！r．Ali（▲e  
nextralldomlygcncrat（，Sa11N－bitssequellCeモi∈（0，1）N  

witllprObabilityp（i）＝み勒wr加AaralldolllVarト  
able representing tlliH N－bitバSCq11ellCe．Ali（、（lellC（）d（1S  

tlliバil止廿日l～山＝11（111ハト（111t）it，バ仙i甘11（h tll（、111tOI3りb．  
n｝1・il⊥油Lll（▲（l，H11日冊（、り1山Aliぐ（、廿k（・tバむ氾1（1肝11（lI・i山IH  

＝（†（1tl（111（・（、乞＝ま1ま2‥・云〃、Hll（1＝仙（1バtll（ユ（1（）rlて明…11（1illg  

血t（モl云〉ニ恒）卯2富‥‥紳〃〉∈C2㊤・二・㊥C2＝：  

札4：ご乃Jj山Bl）l）．汀tllし、（皿1j11糾t（ll）心iポムall（1al祀－  

（111（m（・（、乞＝わま2‥・よ〟iu＝・11川附町t・11t！バt軋hl酔11t tO Bot）  

iH】盲〉＝I音〉糾㍍）針‥釧㍍〉∈¶パ．Ali町～1鮎rⅢ11－  

fim山唱tllatB（）l）a（一tuとL11yll揖r（畑再v（一（1NィIubitH，il血r111H  

llilllりr tll（ll）心iH畠1（luH（、（1．Bし）1Jlllはk（モH礼111tう鮎lユrelll（111t  

Wit11r（｝Hl）（モ（ltt（）t．11（、t）舶iバall（1（）btailLS氾1りutCOlllC．Letus  

W工・it（！B Ll”Lrtul（l（・111Variat）1eI・（u）r（、祀11tiユ1gtlliH）utCOllle！．  

Iftll（、r（モiポ11（‥胤Ⅴ（、バ（1fり1）p叫A＝β11払い肌dly f（）uO昭．  

Ev（、Wと111tバtり（）btai11tll（、illfor111ati（）11（）fth（！ralldomvari一  

山血A・R汀tllり）11叩刷町Ev（11）叩肌S～111哩l）ば軋tuS弧（・l  

lllak”itillt（1ra（ltwitlltllぐNN（lubitsパ（111tt（）B（）bbyAト  

iぐ（㌧L机us（1（モ110t（∴圧〟aHilt）el・t叩a（モモ！（1（ミSCribingEve，s  

al）l）とu－atus・Ill郎兄1（甘山，Ev（！’sop（モratiollisdcs（さribedby  

－11山t～u・yol）（汀ittOrU，  

U：〃〟㊤〃A → 冗〟㊤〃β  

回帥〉 ‥ ∑悔〉鋸〉，  （1）  

Wllげ（－tO〉is之1110r仙班耽dv（モCt（）工・illチf〟皿（1（卜軌J〉）⊂  

祝融is触tlll血rity（、（）11（1itioll‥∑托（0，1）〟〈恥悔J〉＝  

∂tん．Aft・Crtllisillt（1rと血ioll，Evctriestolllakcanoptilnal  

lu（、とLHur机上1（ミ11tOullモモral）1）aratuSt．OeXtr鋸－ttheiI血r111atioll  
（）f A．   

3 Inlbrmation－Disturbance Theorem   

3．1In銑）rmation v．s．Error   

OlleCall止owtl組tifEv（（sopcratio11yi（）l（1shers（さ1fto  
gailllarg（1inhrlllatjoll，CrrOrl）rObabilityinqubitssentto  

BobilltllぐCOlかgatぐbaぷisbecollleSiIleVitablylarge．It  

llaぷbt禦nぐ山1（ゝd鮎如かm血腑戒血血肌†e兢紺代〝1amd  

Wと迅1JrOVedby【4、叫   

TllereprCSelltatioll（1）dcpendsul）OntlleChoiceofthe  
basis・Itisusefulto誓Writcthesanleunitaryoperatorill  
tll…叫恒糾eb鮎i8，わ・U血gl盲〉＝∑′∈榊丹桝哺皿d  

l哀〉＝∑ゴ∈i叫〟仇〈紬Ⅵ用b血11  

叫0〉郎〉 ＝ ∑ 揮紬紳），  
絹‡0，1）〃  

Wh（呵乱〉＝∑ま，J∈‡叫〃凧）〈祁〉く欄・  ＊miyad邑ra－taka叩ki飴ist．go．jp  
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WhenAlicech（）OSe－Sba占isbanda錐quell代i∈‡0，1）N，  
astate（）btailledbyEv（，is（ミOlnl）11t（さ（1舶  

露uβ：＝ ∑ 悔訂く哉ゴト  

ブ∈（0，1）N   

Lat．er we consider how nluChiI血rl11atiollEv（モCalleX－  

tractfronlit．WllellAlice（モ11Ⅲ）S仁モS餌10uler ba．si8わ鋸1（la  
醍que工1Ce豆，Bobob七山11SaSta加  

私心＝ ∑（軌夙ブ〉即‡   （2）  

j，柁（0，1‡〃   

inthe presellCeOfEve・Later we collSiderthe errorit  
induces totheoutconle．   

Let us beginwith Eve’siI止｝r111ation gaill・Evc per－  
hrms allleaSurement（POVM）X：＝iXα）o11her  
State．（POVMisafanlilyofpositiveoperatorssatisfying  

∑αズα＝1・）Ⅵ毎pu七月聞ar弧dolllV紺i乱blerel）reS（モnト  

1ngthisoutcome・ProbabilitytoobtaillanOutCOllleαis  
p（坤，占）＝tr（ズ。砲ve）・Ir血rnl乱tk瓜gajn（ェnutu払1ill五Jr－  

mation）byEvewithrespecttoaPOVMXiscalc111ated  

乱S，   

J（A：且tズ］削＝  

SPeCttOal1thepossiblem（！aSurenlelltSbyEvc‥  

宗写写榊）（log帖log写刷）卜  
WhatⅥモareinterestedillisits optimalvaluewitllr（ト  

J（A‥g困：＝  

Sup（J（A＝割方］lわ＝ズ＝（ズα‡i出札POVMil1フナg）・  

Nowwcconsi（ユeroutcorncsobtaillCdbyBobinthecolト  
〕ugatebasis．RemindthatwheIIAlicecllOOSeSbaぶisb，thc  

StateSenttOBobis（2）・BobInakesameasuremcェ1tOfan  
observable∑jt7〉〈罰0Ilit・Wep11tBar弧domv紺iable  

丘）rthisoutcome．Theprobabilitytoobtaineachoutcolne  

isexpressedasp（jii，石）＝〈瓦確j〉・Thus 
． 

p（β＝舶硝：＝∑宗p（摘叫フ古）  

宗∑（瓦蠍㈲伽〉，（：う）  
where c∈†0，1）N and the sy血bol“㊤”is a a bit－  
wise XORoperation．By use of these quantities，the  

in血rmation－disturballCe theorem obtained by Boykin  
alldRoychowdhuryisexpressedas  

3．2 In魚）rmation v．s．Randomness  

Illtllis subsectioll，We dcrivea11（Wil止）rlllati（）1ト  

disturba11Ce tllモモt）re，工11Wlli（hrelatesillR）rl11atioll掛illby  

Evc wit．hra11dollllleStiillBob，s outcollle．   

恥estilllate tlle山forlllatiollgaillby Evc，W（！illtrO－  

duceasylillll（血i∠e（ユat血沈加点り弧1陥蝕‾ユd∧rauxil－  

iary（1ubitstoEveモ’昌叫）paratuSall（1tlluStlleEv（モ’HHilbcrt  

sl）aぐeisdilatedto71E／：＝C2⑪…⑳C2⑪7iE．ⅠIltrOd11Ce  
asctofnewvectorsilEち〉）intllisHilbertspace71L3′aS  

町＝信．1∈吉｝〃（－1）叫（帥－”冊醐－1〉〉  
Whcre“①”is  agailla bit－wi錐ⅩOR（）Perati（）11and“・”  

represelltSbiトwis（モ工11ultil）1icatiollS丘）11owedbytll（壷sum－  

111atioll．CollSiderallCWSymmetr豆zedatta（モkas  

Uぷ：邦〟′⑳千h → 〃ぷ′⑳〃β  

（lO〉釧0〉）糾い→ ∑燭〉㊥吊  

Wl血11Callbeex血1加dt（”atisfyullitarityc（m（1itio工1【4ト  

Althoughtllis sylllm亡†triz（†d attackisdi餓鼎皿tfronlthe  

Origi11alattack，itisshowllbelowthattotr（！attl血11CW  

礼tta．（、kis usenll．  

Ifweenlploytll（モSylllエ11etrizc（1attack，Evtぅ11aSaState  

（1escribed之1S  

露哩仰：＝ ∑：悔〉〈環卜  
j∈iO，1†〃   

Toextract theil止Jr111a′tio11土土olllit，She（さal1111CaSuretlle  

Valueoftll（モauXiliaryN－qubitsa11（1thcn呵）PlyaPOVM  

ズ＝†ズα）011theori裏11alapI）∬atuボ告ガ・Itisshown  

thatthisstrategygiv魚SSal11C比nlOulltOfiIlk）rlllationwith  

theoriginaユattack．TlleValuesobtailledbythe且rHtIllea－  

SureIllelltareequal1ydistributed，thatis，CaCllValuem  

isobt血1edwithprobability盲ゝ・Afterobtai11ingavalue  
m，there（1u（1tioIIOfwavepacket払r（で腐thestateilltO  

ん‥＝∑1g伽伽〉く恥けり帥ト・  

Thesecolldlll紬SurelllClltgivぐSaprObabihty   

が（輔m）＝∑〈且伽榊I芽一昂㊥m踊れ〉，  

frolllWllichitiseasytoseetha－t  

が（叫ま，m）＝p（α1哀㊤叩ュ）  

holds．TlluSbyusillgCOllditionall）rObabilitypS（α，mli）＝  

ふp（坤＄m），nlutualil血rI上1atiollぐanbecomputedto  

占oillCidewitllJ（A：和利牲1址il唱a叩relmul追・0Ⅵ彗r  

al1thepossiblePOVM ov（lrth（｝fu11Hilt）ertSp批e71EI  

CanIllakeitlargeralldther（血rctllC払Ilowinglnequality  

holds，  

J（A：glわ）≦∫（A：坤恥抑  （5）  

wheretherighthalldsideisthe（）ptilnali111brlllationgaill  

bythesylllllletriヱ靴1a－tta′ぐk．   

Nowwやrla工1Sti山、（）11r tll（モOr仁、111．  

∑p（β＝A錮古），  
亡≠0  

（4）   
∫（A：g削≦4Ⅳ  

Whoserighthandsidcmea鮎thesquarer（JOtOftheerror  
probability hlBob’s outcollle．Thatis，their theore‡11  

ClainlS that thein払rmation gain by Evelllakes Bob7s  
OutCOnleinco叫ugatebaぷis emneous．  
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Theorem177L（Jjbllou・irL9ilLCqLLalityI  

J（A：即）≦ガ（A①月軋  （（i）  

＝信・／・・JJいい仙・・トん川′′仙川／川川・r7川／J．、、仙・呵ルト  

川り／州J〃川JⅦn‥T＝／廿／眈、ムヾい′晶・‥仙州／伸′′いりノ  

′J廿り・冊什〃…′ん土／ルノん川山一川Jり〃いノ／（・／仙≠、／ノ川J′心rJJ．  

Proof：Ⅴ在＝Ⅶ血1）r（）Ⅴ（さtll（1t・11（t…・ullby鮎HtHy11ull（巾血血1g  

tllぐat血－k托8illr4】皿（111eXtl）（）tlll（1EⅥラフsi血）rllli山皿  

画11byH（）1（）Ⅴ（）’sill（モqtlality．Tll礼11kHt（）（5），itiぉ出11比ぐi（モ11t  

t・り（一雨111a血tll（1q11氾1tityJ（A，且削叩〃上山Ⅰ・o11工、1）uI・1火J軋  

H（）1押（）’ゞtll（モ（）relllt71b（）1ユ11心itfI・0111ilb（｝Ⅴ亡モ心  

J（A：属帖∫仰  

≦中耳βiJ岬↓）一陣んJ棚）   
＝‥ Ⅹ（（船町榊）），  

WlleⅣぶ（β）iゞVOllN（モlユ皿皿111㈹tl・（）1）yりf～⊥St雨（1β．Tll（11・（l  

exist…uS（tfulrぐ1）r（Wtl血tiollOftl血（1u～111tityx．C（）1ト  

Si（1（甘比m）tll什批l（肌i（）11aユⅣ－（1ubitバHilt）（汀tHpとu・（モ〃Ji氾1（1  

払出且tぐ（）Ⅴ（モⅠ・γ毘⑳〃狛  

⇔：＝∑蒜桝廟もu脚  

Its qu礼Ilttlllllll11tua－1仙tr叫）yl）ぐtW（、（、11告ノ～氾1（1升〃h  

SllOWlltO（1（）illCi（1owithtll（ゝqll氾It・it′yX（i船町馴））、  

J（叫：＝g（㊤t〃′）十ざ（⇔l児卜β岬）＝X（（疏砧・冊…）ト  

WllCreO！［；／i”reHtri（Lte（1stateto7tJJIOf（う皿（1叫昆is  

dehledintll（lSalllelllal111Cr・n）CStilllat（一tl血（lua11tity，  

W（lCOIISid（1r乱puri丘（一atiollOfphv（湘，，▲・Illtr（）（1uc（モanOtll（lr  

N－qubitHSy雨e工117i］）alldstate昌0Ver7iHJ⑪7i］｝［4］，  
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Final1ywepresent asituation whichshows adrastic  
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