Zur Axiomatik der linearen Abhimgigkeit. II.

Von Takeo NAKASAWA

(Eingegangen am 28. November, 1935)

Einleitung.

In der vorliegenden Schrift, welche eine Fortsetzung meiner
fritheren Arbeit® ist, soll'die Geometrie des zweiten Verkniipfungs-
raumes LBy (Def. VI, §1) aufgebaut werden, und zwar, nach der
Herstellung der Hilfsbegriffen, wie Primzyklen (Def. VII, §4), linearer
Primraum (Def. VIII, § 3), Trennung der linearen Riume (Def. IX, §4),
Trennung der Elemente (Def. XI, §5), wollen wir als Hauptresultat
dieser Arbeit einen Zerlegungssatz des linearen Raumes (Satz 62, §4),
sowie unseren B-Raumes (Satz 63, §5), bzw. in die direkte Summe von
linearen Primrdummen, sowie von Primverkniipfungsriumen angeben.

Bezeichnungen.

Ausser den Bezeichnungen, die wir in meiner fritheren Arbeit®®
benutzen, wollen wir einige neue, 1, 7, 8, 11, hinzufiigen:

1. .. bedeutet ““also’.

2. A—B bedeutet, dass aus A B folgt.

3. A——B bedeutet, dass A—B und B—A.

4, A, B bedeutet, dass A und B.

5. A;, i=1, -, k) bedeutet, dass A;, Az, -, und Ay

6. A oder B bedeutet, dass mindestens eins von A
und B.

7. A;od. - od. A; bedeutet, dass mindestens eins von A,
As, »-und Ag.

8. z.B. A bedeutet, dass A; od. Az od. -+ od. Ax.

9. A—-W. bedeutet, dass A zum Widerspruch gerit.

10, A —(S)— B bedeutet, dass auf Grund des Aussages
S aus A B folgt. .

(18) T.NAKASAWA, ,, Zur Axiomatik der linearen Abhiungighkeit. I*, Science
Reports of the Tokyo Bunrika Daigaku, Section A, Volume 2, No. 43, (p. 235 — p- 265).
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11, Ez, A, bedeutet, dass ein Element z mit der
Bigenschaft A, existiert.
12. A, bedeutet, dass aus dem gleichzeitigen
i } —B Bestehen der & Aussagen Ai, Az, =,
A A](; B folgt.
13, A — El ' bedeutet, dass aus A gleichzeitig die k&
' ]é,k’ Aussagen By, Bs, -, Bz folgt.

14. Die folgenden Bezeichnungen von Mengenlehre werden auch
noch benutzt, wie sle gewshnlich bedeuten; =, 2, >,
:\b) = :{:7 97 B, +, u. S. w.

ZWEITES KAPITEL

Der %,-Raum.

Das vorliegende Axiomensystem unterscheidet sich von dem in
meiner fritheren Arbeit®™ angenommenen dadurch, dass erstens im
Axiom 1* die Bedingung a ==0 erfiillt werden soll, und dass zweitens
noch das letzte Axiom, d.h. die Existenz des Durchschnittselementes,
zugefiigt wird. Daher ist der LB,-Raum eine Verengung des frither
betrachteten L;-Raums.

§1. Axiome.

Grundannahme: Wir denken uns eine gewisse Menge von Ele-
menten; B> a;, as, o+, s, -+ Fir gewisse Reihen der Elemente,
die wir Zyklen nennen wollen, denken wir dazu die Relationen
‘“gelten’’, in Zeichen a;---a, =0, gewdhnlich in kurzen Zeichen,
a1 Qs , bzZw. ‘‘micht gelten’’, in Zeichen a; -+ a,==0. Diece Rela-
tionen sollen nun folgenden Axiomen geniigen ;

Axiom 1.* (Reflexivitdt) : a==0, aa.
Axiom 2. (Folgerung) Dody Ay ok, (8 =1, 2, --4).
Axiom 3. (Vertauschung): @i G- Gs— Qi g =+ s,
(§=2,3,;2=2,,59).
Axiom 4. (Transitivitit) : a1 as==0, 201 s, a3 ay
“ =T A Y, (8 =1,2, ).

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
(18)



Zur Axiomatik der linearen Abhingighkeit. II. 47
Axiom 5. (Durchschnitt): a;-a.,2y— E%, a1 a2, Yz,
(s=2,3, ).
Definition VI. Eine solche Menge 8, heisst der zweite Verkniip-
Sungsraum, in kurzen Worten, B,-Raum.

Va. 1. Nehmen wir uns die Menge von allen Punkten des klas-
sichen #n-dimensionalen projektiven Raumes als B:-Raum, und nennen
wir von gewissen darin liegenden linearen abhingigen, bzw. unabhingi-
gen Reihen von Punkten als gelten, bzw. nicht gelten, so sind ersichtlich
die Grundannahme, sowie die Axiome 1%, 2, 3, 4, 5 erfullt. Daher
zeigt sich der projektive Raum eine typische Darstellung des Vs-Raumes
in Bezug auf der linearen Abhidngigkeit der Punktreihen. Also von
jetzt an, werden wir oft die Worter ‘ Punkt’ statt ‘‘ Element’’, oder
“linear abhingig’’, bzw. ‘‘ linear unabhingig '’ statt ‘‘ gelten’’ bzw.
““nicht gelten’’ Gebrauch machen.

Vy. 2. Wie oben gesagt ist ein beliebiger Lp-Raum auch ein By-
Raum. Daher gelten alle im B;-Raum bestehenden Sitze auch im Bo-
Raum.

V,. 3. Ferner aus Axiom 1* folgt leicht, dass die Nullstelle®¥
von U, eine leere Menge ist. Also von jetzt an, werden wir hiufig
die leere Menge mit dem Zeichen 9t bezeichnen.

§ 2. Der Durchschnitt.

Satz 28. a4y C{,Lbl .o bm'-’EZ y 1 A2, bl “ bmz .

Beweis: Wir beweisen dies durch die vollstidndige Induktion in
Bezug auf m.

(i) Falls m gleich 1 ist, dann ergibt sich
ap o dy b1 '“‘(AXIOTD. 1*)—" Eby, a1+ by, bl by .
(ii) Falls m gleich 2 ist, dann ergibt sich

@y @y by —(Axion 5)— Ez, a1+ 2, b1 b2z,

(ifi) Nun geniigt es zu zeigen, dass aus dem Fall [m—1] der
Fall [m] folgt.

Ay dy bl vee bm —> @yt Ay bl ers bm«»zbmq bm
—(Axiom 5)— Ey , a1+ 0y b1+ bu2¥ 5 Om-10m Y ¢

I —————————

(14) vgl. a.a.0. p- 237!

Vol. 38, No. b1.]
(19)
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1 U by vee bm_zy ’“['7)%“—1]-—* Ez, a; - Ap2, by Dora-2YZ .
Dann besteht
b1+ b2 ¥ 5 b1 by —(Zusatz 2 zum Satz 24)— b1 - b2 b1 by 2.
Daher ay+-anbibp—FEz, a1 0,2, by bp? »
w. Z. b. w.

Satz 29. Rang D(N;N)+Rang B(R,N,) = Rang Na+Rang Re; in
Worten: Die Summe der Réinge des Durchschnittes 1ind des Vereini-
gungsraumes zwei gegebener linearer Riume ist gleich der Summe
der Ringe der zwei linearen Riume.

Beweis: Sei die Basis von D(RRy) ¢1 -+ er, und selen die Basen
von Ny, und Nz bzw. je ¢+ cu@psr -+ @y, und ¢;-+= Cebirr by, SO
folgt nach Satz 18,

93(3}‘19}2) = (01 s Oyt Ay Dy oo+ By -
Nun wiére ¢y ¢, Qps1 - Uy bre1 - b, = 0, so wiirde sich folgern,
€1+t Crllsr e a‘nbkﬂ ot bm “(Satz 28)~" EZ, CLe " Cr Qe Up?, bk-}-l o bm Z.

€1 Cellpsr = Q2 —> Ry (€100 CLpsr =+ @) 32,

—>TMMN2) 22— crz.
bk+l e bmz - §R2 (Cl o ckbk+1 T bm) 32 }

CLo CLR s Dpar o Dz —(Zusatz 8 zum Satz 24)— ¢+ €z bpyr v b — W.
So muss €1t CrQrsr A Dpar b == 0.

Daher Rang Bley «+« e Gper * 0n a1+ ) = n+ m—1I .
Daher Rang BRNy) = n+m—k .
Anderseits,

Rang ?T\\l(cl e Cp Qe an) =n,
Rang Ralc; ++ exbisr - b)) = m
Rang ® (M) = Rang Ry (1 c) =k .
Daher Rang (R, M2) +Rang B(RR,:) = Rang N ; +Rang N,
w. z. b. w.
Dies ist nichts anders als der Satz 18, beidem das Bestehen einer

Ungleichung behauptet wurde. Infolge der Voraussetzung des Axioms
5 ldsst sich hier das Bestehen der Gleichung beweisen.

Zusatz 1. Ist a1 a,=+0, b b,==0, und Rang (@, a,
by bn) =s, so existiert der Durchschnitt zweier Iinearer Riume
R(as - @), R(b; -+ b,,), dessen Rang gleich n+m—s ist.

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(20)
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Zusatz 2. D(R(ay - aydy - didy Ry bdy - di)) = R(dy - i)
— gt a"nbl e bmdl ee dk:\:o .
Zusatz 3. DM@y ay), ROy+b) =N
— Qe a%bl bm-;gz() .

§ 3. Primzyklen.

Definition VII. Derjenige Zyklus ;- a1 derart, dass
Ay Ope1 =0, aber aj«« #; - dpy =09, (I=1, -+, n+1) ist, heisst
der Primzyklus vom Range 7, und wird mit a; -+ a,,; bezeichnet.

Satz 30. al---anbl---bm_ﬁ:(),} _ {ax-"anbl---%i by ==0,
by by (G=1, -, m).
Bewels: Wire vorldufig aq - anby - %5+ b,, = 0, so wédre nach
Satz 22,

e a bl"‘*""b .
b b ' " —> Cf'n,bl e bm——l oder Oy-+ w#je bm .
bl ttUm

Die beiden Ergebnisse widersprechen aber unseren Voraussetzungen;
(y <+ Oy bl ot bm~l y g = aﬂ,bl b bm—l :‘: 0— W .

bl vee .\_'fz.-».bm, bl"'bm - W *

Daher @1+ U by oo Dy Oder by - g by — W
Daher muss ag - Apby =+ %5 bp==0, (1=1, -+, m).
Satz 31.

dyoer g oee dgty oo #5000 Ay oo O 0
dy o sy o Oy s dy e dy@y - g0 Ayb e 2 b == 0,
Ay s by Dy s Ly e g oo iy o by # e D =E O
dl"‘dsa'l"‘an—lbl"'bm—lr#:o (i=1, «,s;5=1, =+, n;
k=1, «-, m
Beweis :

m’ ‘ —(Satz 30)—d -"dsa "’*"'a%bl"’bm—l#O-
dl'"dsa'l"’a'n~lbl"'bm—ﬁﬂFO J ( ) ' '

Todbe b | —(satz30) (oo by b0,
122 Qs01°**Om » —atz - . ceegrerh =
dl..-dsaq'.-ae---anb1-..bm—1:4:0 ldl"'dsq'l"'*“'a'nbl * bm—ko'
m ’ }_—(Satz 30)—9‘d1"'*"'dsal"'anbl'“%.“bm:"zo'
Doty oeighs e+ bn =0

S

(15) @y === % == Qney bedeutet ay oo dizy Giey * Anty -

Vol. 3, No. 51.]
(21)
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Ay dgby e by, Ay gy ooe % oee @by eer # o0by,==0,
di-dyty Uy by by dyooe s e dg@y oo Gpbyoee % o b= 0,
w. z. b. w.

dl"'dsal ey, } [dl“'*"'dsal""y""'a-nbl"'bm#o’
Don-1=F0

Satz32. ;- —Ey, a1 a1y .

Beweis: a1+ a,2—(Axiom 5)—Ey, a1 Uu-1Y, GnTY .

Nun wére a; -+ # a1y = 0, so wiirde sich folgern,

Qpeer #goe Qpn Y, O, 2y —(Zusatz 2 zum Satz 24)— ay -+ % G, 0.

Uy -ee % oee A2, Q1o Uy — W .

So muss et @1y =0, (=1, -, n—1).

Daher @ @19 .

Daher  aj-ay& — Ey, a1 aGp1y, w. z. b. w.

Es ergibt sich auch der folgende Satz durch Wiederholung der

Operationen des Satzes 32.

Satz 33, n=m, Q0,8 — K2, @ Qnz.

Satz 34. a1+ Guby b — B2, Q1+ @p2, by bz .

Beweis: ai a,01 - b, —(Satz 28)— Kz, ay - dnz, by b,2.
Nun wére ay - #; - a,2 =0, so wiirde sich folgern,

Ay -+ ;o A2 bie-+by 2 —(Zusatz 3 zum Satz 24)— ay + #; -+ b1 b
Ay e by o by G @Dy b — TV

So muss aic i a,2==0, (G=1, -, n).

Daher Gy Uy ? .

Analog erhilt man by - bz .

Daher a, '“a’nbl'" b'm. —_— Ez, Ay " AnZ bl...bmz’
w. z. b. w.

Satz 35. a1 a2, b1 byz, 1 T
Gy o Qyogby o by == 0 J T PGP O

Beweis :

Einerseits ist

a1+ U2, by o bz —(Zusatz 3 zum Satz 24)— qy +++ @, by ++* by, .
Anderseits ist

201 Oy, 201+ by, 1 _ Satz 31 {a1 ek e guby e b, =20,
20, "'an-lbl"'bm—I:%:O J ( z )—)‘ Qg - anbl-.-—;e...bm;k:()_

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
(22) -
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Daher ay > @by oee by, o

SatZ 36. é@_}"'aﬂ,xy
dby , }—> Ez, day - a,0z .
day - a,b==10

Beweis: day-- a.x, dby, } -
dal "'U7LD=¥=0 ""(Satz 35)"‘9 ay -.-anbxy

—(Satz 83)—~ Fz, a1+ apyz, und ay-a,by=F0.

al...a%yz,(%y-, }_ T
Qg+ Oy by%:O J (Satz 35) dal iy bz .

day - a, @, dby, )\ -
day -+ a,b==0 [ Ez, day - a.bz, w. z. b. w.

Satz 37. didiar @,

dyve dsby by, } —Ez,didsay o anbyo by
Ay ds @y 0y by by, == 0

Beweis :

By, dibiys,
Eyo, dibsys,

dl ds b1 bmy —(Satz 33)—’
Eym’ dl bmym .

dy - ds Q1 G, dib1Y1,
dy -+ Aoy -+ @y b1 =0

dy - dsay - anbm s dlbzyz ’
dy - dsay - @, biba=F0

} “(Satz 86)_" EZL » dyer ds Ay = a’fnbizl .

} -(Satz 36)"’ Ezoy dy-dsag o A, b1bozs.

e T — B2, Ay dutyabreb
diedy g Gybre-by 2= 0 (—(Satz 36)— Ez, di*+ sty tnb+-buz -

—Ez, Q1 ds@1 Uy by - bp?
w.z. b. w.

dy e dsb1 - b s
d.l i dsal b a/nbl b bm:!:()

Satz 38. a1 @017, o
ay - anblb.?’ - Ez’ al"'a'nb2z .
a1 anbz#o

dl'" d'sa/l'“ Gy Ty }

Vol. 3, No. 51.]
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Beweis: Wir beweisen dies durch die vollstindige Induktion in
Bezug auf n.
(i) Falls n gleich 0 ist, dann ergibt sich,
5;9; y bl b? g Ebl 3 m .

(i) Falls n gleich 1 ist, dann ergibt sich,

312123’ - ]Sel blbgiLr‘O i Ebl, albzbl .
oL lSel bleZO“*EOJ, Cblbzw.
albz:}:o

(iii) Also geniigt es zu zeigen, dass aus dem Fall [n—1] der Fall
[n] folgt.

Sei nun @i %o anbibe=E0, (=1, -+, n), so folgt,

Ay v=e Fgoce aqzblbz#o s (Z‘ = 14 B n))
al"'a'an:;:O }}_—’Ebl; al"'a’anbl-

al--'awblxﬁ ai ---unbl#O

Sei mindestens fiir ein Element z. B. @, a1+ a,—1bib2=0, so
folgt,

Ch"'aﬂblﬂ? —(Satz 32) - E.’Ifh al-“an_lblxl ,
al"'a71~lblb2 ) } - [n'—l] e Ey’ Ay Uy b2y~

Gy - a'an :11—' 0— ay "azn~1bz:§:0
a1 abir —(Satz 32)— Exy, a1+ Upe10nls,
a1 Qa1 b2y, $ — (Satz37) — Ez, a1 - aybaz .
Ay Ay bzz%: 0
(15 anblx )
ay o Aybibz — Bz, a1+ a,bez, w. z. b, w.
@ -+ b0
Definition VIII. Der lineare Raum vom Range 7, der minde-
stens einen Primzyklus vom Range 7 in sich enthilt, heisst der lineare
Primraum vom Range n.

Satz 39. 9%(@1 a,n) E) b1 s "ty b.n+1 , und bl b72+1

— B, R(@r - Un) 3 Apstyr 01 Unat -
Beweis :
Unter n Elementen a,, -+, a,, muss die Relation b; --- b,_1a:==0
mindestens fiir ein Element z. B. o; bestehen.

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
(24)



Zur Axiomatik der lineqren Abhiingigkeit. II. 53

by by1b,ay, —(Satz 38)— Ez, by - bp1a12y .
bl A bn—l ay :%: 0
Unter n—1 Elementen ap, ---, o, muss die Relation

b1+ bys @105 == 0 mindestens fiir ein Element z. B. @, bestehen.

by - bnAZGflbn—lzl s
bl bn—-Za'lb'n-—lGZ s ““(S&tz 38) had EZQ , m .

bl o b'n——z (€51 a2:1‘:0

.. e e PR

Zwischen 2 Elementen a,,, @,, muss die Relation
biay *++ Gz Ay == 0 mindestens fiir ein Element z. B. a,—1 bestehen.

bray - dysbs Zpn—2 5
bl Qy - A2 b? a‘n—i y
by A1 0 Uy Qpy :}: 0
Fir 1 Element a,,, muss die Relation a; -+ a,-14, == 0 mindestens
fiir ein Element z. B. a,, bestehen.

- (SatZ 38)“" Ez,1, brag - Q1 Bop—1 «

Ay et Up— bl -1,
Ay oo Ayt bl Ay sy _(Satz 38)—) Ea‘fn+1 y Qb1 e Qo Ay 1 o

Ay ere Qo Uy :‘—#:‘ 0

Daher N ((11 vee Cl»ﬂ) El bl y T bu«‘-ly und bl bﬂfl
— Flyi1, 01 Qye1, w. z. b.w.
Satz 40. Jeder in einem linearen Primraume enthaltenen lineare

Raum ist stets ein linearer Primraum.
Beweis: Seien die Basen vom enthaltenen linearen Raume bzw.

enthaltenden linearen Raume je aj: ., bzw. ai @y dy, SO ist
N(ay - ay o+ 0,) wegen unserer Voraussetzung ein linearer Primraum.

Also folgt nach Satz 39,
Ex ’ ER(al gyttt a‘n) DL, A1t Uy o U X

A1+ o e @, 8 —(Satz 33)— Ey, a1+ any .

. By, R an)3y, ai"-amy-

Daher ist R (a; - @) auch ein linearer Primraum.

Vol. 3, No. 51.]
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Satz 41. Der lineare Raum derart, dass alle darin liegenden
linearen Ridume vom Range 2 stets lineare Primrdume sind, ist auch
ein linearer Primraum.

Beweis: Sei die Basis des linearen Raumes @, -+- @, » 50 folgt nach
unserer Voraussetzung,

Exi, aiaumr; B, ae0s%2; 5 Ery1, Gpo1@y@p-1 -
Dann folgt,

10Ty, GelaXe, CiGe0s=F0 —(Satz 37)— Eys, a10=2asys .

(1otals , Wstha¥s, Mlz0sts =0 —(Satz 87)— Ey,, Q1020304 .

Ay Gp—1Yn—1) Ap—1AnTn—1, A1 *** Ay :%: 0 “‘(Satz 87)—9 Ey’“ » @1t Al -
Eyn y R (al L an) SYn, Q1 AplYy .

Daher ist R (¢1---a,) ein linearer Primraum.

§ 4. Die Zerlegung des linearen Raumes.

" Definition IX. Wir sagen, dass der lineare Raum R sich in die
direkte Summe von k linearen Rdumen Ry, .-, N zerlegt, und sch-
reiben in Zeichen

R S
wenn folgende zwel Bedingungen erfiillt sind :
R=R1+ -+ RNy,
Rang ® = Rang R; + --- + Rang Ry

Ferner in diesem Falle, heissen die k linearen Rdume %R; , ---, R; sichh
mit einander trennen, und wir bezeichnen dies in Zeichen

ERl% ser ¥ mk .

Dann folgt leicht ;
Vz. 4. (1) }]}1 *oeer % ‘J\M‘ sl ¥ Si‘k——»ﬂh% . 9%1 Foere ”}{k .
(ii) M+ + R+ + Re=R+ o+ Ryt o+ Ry

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
(26) '
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Satz 42. M =R (ar @) + -+ Ry (i 1)
=R =Ry by L)
Beweis: M=+ - + Ry R =By, o, Ry
—(Satz17)— R = BV (ar - ay Ly L) .
Rang ! = Rang R; + - + Rang Ny = n+ - +m .
Rang B (ay  ap by 1) = n+ - + m.
Gy n Qoo by oo Ly =20 . »
R=Rar ety lio L), w.z. b, w.
Zusatz, R(ar - an) x5 Rl lp) — agoee @y e by oo Ly <=0,

Satz 43. gﬂl(arl i an) o §R/ﬁ(ll v [m);
Ay anx:;&—_:o’ .. ll e l,)?zw:g:()

Beweis: Nach Satz 42 folgt,

} > (g an vee ll ves lmx-:%;ot

R0 e by o L) = Ry (- @) ; :L (A

ﬁ{(al Qg e Z1 ter lm) = S,T‘)l A SRJ“

Ay = A, X = 0—9}7{ Qi Q)BT
1 71, .‘}: .-‘I( 1 'n) ’ —"Si&(al"‘an'“ll" .lm)a;m

Lolpo=E0 — RelheL)va R TRITY STy Ay gy I

Zusatz. R (ag--a,) % o= R L),
al “es an e ll res Zﬂzx
Aussagen {al @, x, e+, und l1~--lmx} .
Satz 44, Ryx e Rys e s R = BOU - R)=Re + -« + Ry
Beweis: Seien die Basen von Ry, -, Ri-o, Ri bzw. je a1 -+ a,,
tte bl A bm s "ty ll s ls » SO folgt.

Rilayee-ay,) = oo 2 Ri(Breeby) # +or = Rl ++- Is) — (Zusatz zum Satz 42)—
>y e Uy ot bl v bm e ll ves ls:%_—_-o (gt et bl ves bm#o
BNy R)=R(ar Wy e bro b)

Daher folgt,
% (?Rl ves 9'{1) 3 x-—)f}'{ (al SR ST bl ‘e bm) D>y Uy oo bl e bmm
—(Zusatz zum Satz 43)— a1 - @,z od. ... od. by-byx
— Ry + -+ Rz,

}——>Es gilt genau eine der

Vol. 3, No. b1.]
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Daher B[R~ R) SR+ -+ Ny
Anderseits, LR R)=2 R+ -+ N,
Daher BNy Ry) =R+ -+ + N, w. Z. b. w.

Zusatz. Ri(ar - an) = o s Na(brooe b w voe v Rl 1)
-3 {ml (al L aoz): e, N (bl bm)} =N (al s gy by - b’m) -
Satz 45, RNy oo Ryx Pypg v o0 = Ry
=D (B Ry R), B R)p =N
Beweis: Seien die Basen von Ry, -+, N, Miwr, =, Mg bzw. je
A1+ Qpy oony biooby, ey oo, die+ds, sofolgt nach Zusatz zum
Satz 44,
2 (‘)\‘1 Eﬁl) = .;R(Ch Oyttt by - bm) s
BN M) =Rer-ep oo died)
Daher
o SR, ) [0 (s e e b b))
LB Ryr o Ry ) LR (ererordyedy) S
al... a‘n...bl.-.bm‘x’ ‘l"} N ,,b
01... c"... dl... dsx J al an' !
—(Zusatz zum Satz 42)— W .

Also ist D {%(ml 9}1‘) ) B (mnl ?ﬂk)} =MN.

Satz 46, Myx oo x Rywooe e Wy — Ry eee 2 Ry L

35— x

-

. bmcl e Gyt dl"' ds

Beweis :
Rpworr e My e = R —(Satz 4d)— B N) =Ry + - + Ry
Rang Ry + -+ + Rang N = Rang (M + -+ + Ry)
= Rang (R, + -+ + N) + Rang ;1 + --- + Rang Ny
= Rang B (R, -+ Ny) + Rang Ris1 + -+ + Rang Ny,
= Rang R; + --- + Rang N;.

Rang B (R, -+ Ny) = Rang Ry + -+ + Rang N, .

AT IRCTIEN P W. z. b. w.

* * # % 5 %
Satz 47. M =N, + - + RN+ - + R, R = Mo + -+ Ny,

=R=Ri+ o+ R+ 0+ Ry + o+ Ny

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A..
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Beweis :
ER — ER}. 4 eee %1 dee 4 \’I\‘;k, 1
R =N + - + RNis J =R =M R+ Ryg+oee + Ree.
Rang 1t = Rang %, + - + Rang f; + -+ + Rang My, |
Rang W;= Rang Ny + -+ + Rang N, R
— Rang W = Rang N, + - +Rang Ny + -+ +Rang R, + -« + Rang Ry, .

% * % * * =
R=T 4+ R+ + R+ + My, Wz beow.

* ¥

* * * ¥
Satz 48. N =Py + - + Ny + - + Ry +

M
1 s+ Ry
" \ ¥* * E3 ¥ * ¥*
=R =R+ o+ R+ o+ Ry + - + Ry,
Beweis :
R=R+ -+ R+ +F R+ -+ Ry,
—R=R+ o+ R+ -+ )+ - + Ny
Py wooee e Wyp e oee s Ryg e oo e Ny —(Satz 46)— Ry = -0 = Ny,
* *
=N+ +FNy=Ra+ -+ Ry —
Rang (R, 4+---+ M) = Rang (Ra e ;Eﬂis) = Rang Ny + -+ +Rang RNy,
Rang M = Rang W;+---+Rang Na++--+Rang N+ - +Rang Ny,
= Rang R;+ - +Rang M+ +NRy)+--- +Rang R, .

No= P+ o 4+ R+ e+ ) + 0 + Ry

*

= Ryt (B b e R T R
Satz 49. R =R, + - + Ry, } — .k
@{3{(3{1"‘3}{-1),%1‘}=m,@'=2,'",k =Tyt e+ R
Beweis :
D {QB Ry Ria) s 9?1} =N —(Satz 29)—
Rang © {8 (R -+ Rir), Re ) = Rang B (R, Ris) + Rang Rs.
Rang (R + -+ + R;) = Rang (R, + -+ + Ri) + Rang R;.
Rang (R; + - + Ry) = Rang (R; + -+ + Np—r) + Rang e,
Rang (R: + -+ + Re1) = Rang (Ry + -+ + Rp—) + Rang Ri,
Rang (R; + Ny) = Rang iy + Rang R..
Rang (R; + -+ + Ry) = Rang Ry + -+ + Rang Rx.
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Rang it = Rang Ry + -+ + Rang Rz
: R=N; + - + Ny, w. z. b. w.
Definition X. Derjenige lineare Raum R (a;--- a,), der sich un-

moglich in die direkte Summe von mehr als zwei linearen Riaumen
zerlegt, heisst der wunzerlegbare lineare Raum, und wird bezeichnet

mit: N(ay-0,).

Satz 50.
a .en a b o b" c e c 2’
al aﬂ bl bm 2/1'—{:' (:;C , Ezl’ al.“a’nbl'“bmzb Q1 ApZ1 =%: Oy bl"'bmzl :l: 0)
PRI IR =
bl e bncl... C:lZ:}:O ’ % Ez27 bl"'bﬂz‘cl“‘(:kz?, bl..-])m22:!:0,01"’CchEZ}:: 0:
" ’ ’ | B2, e vcraytya, oy eiza=F 0, aye anzs == 0.

Lo Cp 1 (2 =0
Beweis: @1 @, b1 b1+ ez — E21, @y, by b1, C1ovve 221
ey eplye 0,2 == 0, e cpzzy — aro 4, 2170 .
byerbpmer - crz=0, ¢y cpzzy — by bpzi==0.
Daher folgt  Ezi, artnby - bmzr, €1 a1 =20, by bpzy == 0.
Ebenso folgt FEzz, by bper-crze, bibpza==0, ¢1 - crze == O,
Bzs, crorcrptr - On2s, €1 cp2a==0, ar v @,z == 0.

Satz 51.

aby - bmcl o Ck:%:o s Ez, abl o bmcl crCE R,

ab] ot bmzl ) a/zl:}: 0 ’ bl t bmzlzl‘r“oy g abl"'bmz:]E O: ACy*CxR :4:0 .
acrexzz, a2e==0, 0100 erza =R 0 bi-bper-crz=F0.

Beweis: abi-by,21, aci-rcrpza — by bpziCroee 0422
_.,Ez’ bl o me’ZZ y C1* " CrZ1% .

aby - bmzj, CL-"Crz1z — @by -+ bm01 et CRR

abi - bypcr e =0, by - bpzi == 0, aby - Dpzr—> by = byyeycrzy == O
b1 see bm01 "'C]gzlzko y C1"Cr212 — bl e bmz=]=0 .

abi - bper e ==0, aci v cpze, azp==0 — aby -+ b, 22==0,

br bnz=F0, aby - buze==0, by by 202 — aby - b,z==0.

a61 ---bmcx C}c:%—_-(), Cy s Cp Zz‘—'FO, acy ** Ckz2—’b1 bm Cy "‘C/;Zg—#:o.
b bt erzo=t=0, by bzez — 1o cpz==0.

aby by e =0, abyebnzr, a2 =0 — ey cpz =20,

e erz=F0, acr ez =0, 1o ezmz — acy o cpz=0 .

by bmer=rerza==0, by bypz=k 0 byeb, 202 by bz ==0

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A..
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Bz, by byey -+ 2, aby - bz =0, ac -+ crz==0, by bperr ez =20,
W. Z. b. w.
Satz 52, WO W — FL

Beweis: Sefen 1" =R (abs -+ bpes - cp), RN = R by bacr o ¢z),

und wire vorldufig R (by - byei - ) = R (by --- bm)i N (e ¢1), so wiire,

ﬁ(a’bl'" bm Cyoeee C]c) e

Ex, N (aby -+ by - er) 2w, aby -+ by, x =+0, c1-er o =+0,
Eyy ER (abl o bmcl b Ck) ay, acy -+ Cky:%:() , bl ... bmy:i:o N
ER (bl e bm) * ER (Cl Ck) 3 1
b bpw=R0, ¢1 qua=0, ; —(Satz 43)— { by by =0,
bl"'bmy#oycl'“cky:}:o I bl"' bmcl"‘ckyzgzo.
Nun wire ac; - e, ==0, so wire,
a'bl R bmcl et O,
aby - b,z =0,
bl .t bmcl kT 1:}: 0,
C["'C/CCMVC:!:O
R (by -+ b)) * Rley - cr),
by b,z=F0, cln-c,;z:%:(),}u(Satz 43— W.
bl “es bmcl e CRZ

EZ, bl bvncl e O Ry

—(Satz'50)— { by bpmz==0, ¢ crz 0.

So miisste aey - oz = 0.
Ebenso miisste aby -+ by = 0.

aby o by -+ ep=E0, , E’z, aby -+ b1 er 2,
abye-byy, ay==0, bl...bmy:,‘:'o,}——(satz 51)— { aby bz =0, acy-cpz=H0,
acr-cpk, ar==0, e-err==0 by erz=0

Ew, by byer - cpw
'—St 50)— I » V1 m U1 kW,
(Satz 50) Ly o b =20, ey cpw =20,

R Dy - D) = Ner =+ ex),

bl "'bmw‘—"\:Oy 01"'(’1571):%:0, }‘(Satz 43)_" W.

bl .er bmcl e Cl W

N(aby - byep e er)y Ry by) = Riey - cp)— W.
ﬁ(@bl“'bmcl“'ck) - ?T{(bl"'bmcz'”ck), ’ w. Z. b. w.

Satz 53. Jeder in einem unzerlegbaren linearen Raume enthaltene
lineare Raum ist stets ein unzerlegbarer linearer Raum.
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Beweis: Sei R (ai- G- 0n) = R (a1 @), so folgt nach Satz 52,
R(@r -+ G o U) = R (@ Wy =+ A) = e = R (g o+ ).
Ry = Gy @) = R (@10 ), w. z. b. w.
Satz 54. Der unzerleghbare lineare Raum vom Range 2 ist linearer
Primraum.
Beweis: Sei den unzerlegharen linearen Raum vom Range 2
R (aya2), so folgt,
N (as) = Bz, R(mag) 22, a12=F0, azz==0
— Bz, R(mas) 32, a1usz .
Daher ist R (aia9) ein linearer Primraum.
Satz 55. Der unzerleghare lineare Raum ist linearer Primraum.

Beweis: Falls der Rang gleich 1 ist, ist es trivial, also gentigt es
zu zeigen, im Fall der Rang mehr als 2 ist. Dann ergibt sich, nach
Satz 53, Satz 54, dass jeder im unzerlegharen linearen Raume ent-
haltene lineare Raum vom Range 2 stets ein linearer Primraum ist.
Daher ist nach Satz 41 der unzerlegbare lineare Raum auch ein linearer
Primraum, w. z. b. w.

Satz 56. Jeder lineare Primraum ist unzerlegbarer linearer Raum.

Beweis: Wire R(ar-aubi-by) = Ry(ar-+a,) + Re(b -+-byy), wihrend
doch N (ay -+ azbs >+ by) ein linearer Primraum ist, so wire nach der
Definition VIII, Satz 39,

Bz, R(ag - anbiobn)>2, @i+ dpby b,z
G b Bt — @1 2220, by bz =0,

3R (al o a'n) * SR (bl b bm)’

ay a%z#:(), bl bmz=§:0

Q1o Gy byoee bmzy Ay *e ambl bmz:“:o — W.

Daher ist R(a;+--a,b;-+b,,) ein unzerlegbarer linearer Raum,

w. z. b. w.

Aus Satz 55 und Satz 56 kann man folgendermassen behaupten :

}—(Satz 43)—> ay ey by b2 =0,

Satz 57. Die Definitionen des linearen Primraumes und des un-
zerlegbaren linearen Raumes sind gleichwertig im Inhalt.

Satz 58. Der lineare Raum derart, dass alle darin liegenden
linearen Rdume vom Range 2 stets unzerlegbare lineare Rédume sind,
ist auch ein unzerlegbarer linearer Raum.

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A,
(32)



Zur Axiomatik der linearen Abhingigkeit. II.

61

Beweis: Nach Satz 41, Satz 57, ist es klar.
Satz 59. R(dy- dsaty - @),
R (dy - doby oo byy), } — Ry dettn = by~ buy).
dy - dyy - @y b1 by, =50 :
Beweis : '
R (dy--dotr-+-a,,)—(Satz 57, Satz 39)— Ex, dy-dedr-ana.
R (dy-++dibr+by,) —(Satz 57, Satz 39)— Ey, didsbi-bmy.
m, }—(Satz 37— E%, di---ds@1tubi b2
dye+~dyar aybie+-b,, == 0

FZ, g)‘\. (dl sal anbl ot bm) 322, dl dsal anbl A bmz-
(Satz 57)—» R (dy - Aoty ++ Anby ++ b)), w. z. b. w.

Satz 60. Ryx - xRy, 9%12?7%{, o, M 2R — Rix xR

Beweis: Seien die Basen von R, %Ry, -+, R, R bzw

. Je

R S S S Iyl Lo lp-o+ Ly, so folgt nach Zusatz

zum Satz 42,

9}1 H oees % :Rk —— a’l“'a'm'"a’n”'llu'lr‘“ls:4:0 — al aﬂm'..-l -..lr:—_}:o.
Rang Ry (a1~~am)+---+Ran<r R (Go-el) = Rang Rar - am -l

Iy).

g{(al... ...... l )Ba/——;al a‘ml;.-l ...lx——).al "an“‘ll“'[r"'lsx-

Ch'"Cl'm“'OJn'“ll"'lT"'lsx’ )}__(Zusatz zum SatZ 48)_, [4 2ERRY¢ TR, M1

Ry (@) * -+ Ra(lael
Zi...g:..zqﬁlzi.al...?i l;n.l.il .l.b.q;;...lszgzo}‘*ai"'amm od. -+ od. Iy
arapr od. - od. Ll — R+ o+ R.>2.
R(ar-tm=li-b)sz —= R+ -+ Rz
Raa l...[ JER + - + RL .
Anderseits folgt trivialerweise,
R(ay o Ao by LY R+ -+ + RN .
Ry Ul Iy =M+ - + R .
?R(al'”am"'ll )= 4 e R
Ry e e R M=, ) M2 e B,
w. z. b. w.
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Satz 61. R =N j- :— Re, R=N' — Es gilt genau eine der
Aussagen { =W, -, und M= ﬁ’} .

Beweis:

Seien DR/, R) =R{, -+, D, Ri) =R, so folgt,

Ry + o+ M 2R — R+ o+ R =0,

ERI *oeee ¥ mky 9,{1»_,?: \J{;’ ) ERIC; m.{c'_(sat'z 60)'—) E}({i% e ¥ ?R;"
Ro= R+ e+ R
So miissen z. B. R’ =R, Rj= - =R, =N.

?ﬁ'—: 9“\;’1 — %1;_%’ .
Daher gilt genau eine der Aussagen
(M 2W, -, und R=W}.

#* #*
Zusatz. My + -+ Reoay, =+, Gue1, 01 One1 — Bs gilt genau

eine der Aussagen {9}150,1, ey Gpetl ) Redar, v, Gpar ).

Satz 62. Jeder lineare Raum ldsst sich bis auf die Anordnung der
Faktoren auf die einzige Weise in die direkte Summe von unzerleg-
baren linearen Riumen zerlegen.

Beweis :

Es sei 9=+ + M= T + o+ R

R =R+ + R, R —(Satz 60— M =T od.
od. Me=RN, — zB. =N,

Ro= R+ + R, R2R, —(Satz 6)— =T od.
od. W, 2N, — zB. RN=R.

W, "Wzl — M2 W - F=5.
Ro2Wh=R, =R - R =R.
z.B. Ry=9N.
z.B. W=, o, Ru=NR,; bk=m.

Daher ldsst sich jeder lineare Raum bis auf die Anordnung der

Faktoren auf eine und nur eine Weise in die direkte Summe von
unzerlegbaren linearen Riumen zerlegen.

[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A.
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§5. Die Zerlegung des Bo-Raumes.

Definition XI. Falls fir zwei Elemente a, b von LB, die Relation
ab oder E?, abz besteht, so heisst, ““a tremnt sich micht von b, und
wird mit a~b bezeichnet. Sonst heisst, ““a trennt sich von »°’, und
wird mit a+b bezeichnet.

Satz 63. Die Relation ““ ~ " erfiillt das Aquivalenzgesetz.

Beweis: (i) Sie ist reflexiv, d. h. ;
as — g~a .

(ii) Sie ist symmetriseh, d. h. ;
a~b — ab od. {E’z, 555} .
ab — ba — b~a. :
Ez, abz — Ez, baz — b~q .
a~b — b~q.
(iii) Sie ist transitiv, d. . ;
a~b, b~o — {ab, b} od. {ab, By, iey)
od. {E’x, abz, bc} od. {Ex, abx, Ey, b@} .
ab, be — ac — a~c.
ab, By, bey — Ey, acy — a~c.
Ex, abx, be — Ez, acx — a~c.
Ex, abx, By, bey — acwy od. {abe, ab==0,be==0] .
acry — Ez, acz — a~c.
abe, ab=F0, bc==0 — abec od. ac.
abc — Eb, ach — a~c.
ac — a~c.
a~c, b~¢c — a~c, w. z. b. w.
Zusatz. Bezeichnet man die zwei sich mit einander nicht tren-
nenden Elemente von 2B, als eine Klasse von Elementen, so zerlegt
der ¥B;-Raum in eine Anzahl von Klassen, die untereinander keine
gemeinsamen Elemente besitzen.

Definition XII. Eine solche Klasse von Elementen von % heisst
der Primverknupnfungsraum, in kurzen Worten, P-Raum, von Le-Raum,

Vol. 3, No. 51.]
(35)



64

Takeo Nakasawa :

und wird mit P bezeichnet. Ferner heisst der Bo-Raum sich in die
direkte Summe von Primverkniipfungsriumen Pi, Pz, Ps, - zerlegen,
und wir bezeichnen in Zeichen:

By = Pi+ Pot+ P+ «-- .

Satz 64. B>ay, -+, Uy, und ar-a,==0 — B=Rar - ) -

Beweis :
Riag )30 — Q1o Ay =F0, a1 0,0 .

a’l e

Ay *

c@n =20, @ Gy — dy et Gy% oder

{*az---an.’s od. dai# - aue od. -+ od. a1-~-avn_1*m}
— gy 0,z oder z.B. aza.x.

a -.oa :——0 e
1 n l“ ’} — @yt Byl oder Z,B, ag = Ay .

U1 A
az...a _-:l:o —_—

i ’} — ag-a,x oder z. B. azc-a,r.
Qg Ay
Ap-10,=F0 —_— _—
w1 0o ’} — @10, oder z B. a,.
Ay -1ApT
ar* a 0 - -—
o a";ig ’} — gy od. z.B. a2 a2
Lo

™ od. zB. -« od. 2B a,x.
1 oee dn =D -
1 O ’} — 2.B. Gpa,x.
al...anx

Ry 6n)32 = 2Z.B. Gp-ax.

. —(Satz 83)— Ez, a.xz oder a,x — an~%.

..

Ray - an)52 — z.B. a,~x.
Boa,, an~2z — P,
Riay - a)30 — Pz,
R a) &P, w. z. b. w.

Zusatz, P22M — P2B(M).
Satz 65. PR — N..

Beweis: Falls der Rang von R gleich 1 ist, ist es trival, so geniigt
es zu zeigen, im Fall der Rang von R mehr als 2 ist.

[Se. Rep. T.B.D. Sec. A.
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Es sei nun
R = R* (maaz) .
589(11, az — Qi1~0aqsz.
a1~az, mae=F0 — Ez, aiasz.
Ez, R (a1a2) 3 2, ?1?;2; — R (aras) .
.. (Satz 58)— .
o BZR—-R,  w.z b.ow.

Zusatz 1. Bsay, =, ay, und ara,=F0 — Ez, Bz, ar-a,z2.
Zusatz 2. EE ; qﬁ}, %2 — Es ist nie %{1 * SRz.
Nach Satz 64, und Satz 65, ergibt sich,

Satz 66. Ist der Rang des P-Raumes endlich, so ist der PB-Raum
ein linearer Primraum.

. ey Qe ,
Satz 67 g::zll’ o Z()Zm, 11111113 bllgmj:g} — Q1o Qyby by =E 0.
Beweis: Wire vorldufie ai @by~ by, = 0, so wiére,
@y Ay b — B, ap @y, by by
Pidar, =, Gy, und ara, =0, ar-aw —(Satz 64)— Pisw.
Pas by, =y by, und bibp==0, b b —(Satz 64)— Peox.
Ez, Piax, Padz — W.
. Gy Qb by — W
e @y Qb by =0, w. z. b. w.

Satz 68. 2‘315@1, ey %kaak —_— a;-nak:&:O .
Beweis: Wire vorldufig a; - ax = 0, so wire,

Qg Qp — G- ar oder Gy * k.

L oQuee G —> Q1@ oder z. B. aj-ag-1.

Q1+ Qg — 01 Gp-1 oder z.B. ap--dg-2.

ayaeas — Q10 Oder Z. B. mae. L
ap - o — aprear od. Z B. ar---az1 od. z.B. - od. z.B. a1a2.
e A Z.B. a1 Qo s 2§m§_k.

a1 @y — Bz, aiaez oder s — a1~z .
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ay e A —  Z. B ai~adz .
Pioar, Pedaz, arz~az — W.
ap-rap — W.
ar- a0, w. z. b. w.
Satz 69. Pi3ay, +*, @y, und ar-a, =0,
Basbi, -+, b.,n, unfi. .bl...bﬂi.%o, e et b e lyeeed, A 0,
ﬂS;call, 0y, und llls——izO
Beweis: Waire vorldufig ai+ aubr- b+ liv+ b =0, so wire,
Gy by by Dy lo — B, @1 @, abyos by oo oo Iy .
Pisay, =+, ¢p, und oy a,=F0, a1+ a,0 —(Satz 64)— Pisa .
Qre by byl by = Ea, Bioa, abyeby, by 1.

aby s by oo Iy ls — ED, 55296, ab e lye .

abelyoly — El, Pral, ab 1.

» [Ea, Eb, -, El, ab--1,
a a'nbl bm .ll ls ,lSIBlSa., $2Bb’””$kal'

Pisa, Paab, -, Beol —(Satz 68)— ab--1==0.
abel, ab- 1320 — W.
Qe a‘%bl... bm“' ll... ls — I/V.

Qg Qb by e by I =20, w. z. b. w.

Zusatz. %laaly Oy,

%kally “tty ls,

’ J — ...a'n Od- ee Od‘ ll “'ls~
Qp et A v ll ves ls

Satz 70.
PBisdy, =+, a,, und ;- a,z=+0,
bbb Wbt
PBraly, =, L, und Iy l,z==0 ,
[Se. Rep. T.B.D. Sec. A_.
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Beweis: Ist zum Beispiel Py>2, so ergibt sich,
Bisay, -+, a2, und ay-a, =0,
ab ) ".’ bﬁ},) d b... b7n"-— s R
Brobe b W B b0 69l 0,
%kall:"'>Z8y und ll A l‘g%:’O

Ist Bpww, (t=1, -, k), so ergibt sich,
Pizar, =, a, und aye-a, <=0,
Bz3b1, o+, by, und 012y, =5 0,
o e e = (Satz 69) = are e tybye e by Ly L =20,
Prol, by, und Iyl =0,
B> , und <=0
w. z. b. w.

Zusatz 1. 3315(117 Ay,

b= arragwe od. e od. el
%kall, Ty ls;
a]l...aﬂ...ll...lsx
Zusatz 2. Phidar, -, @y, und ar--a,=R0,
331cal17 tty Zss U-nd h"'ls:k:oy
Aot Oy oo ll vee lsx
Es gilt genau eine der Aussagen

{al---anaz, -+, und llmlsoc}.

Satz 71. %123’{1, very, EB]UEERJ\, hand 9}1* e x Ry

Beweis: Seien die Basen von Ry, -+, und R bzw. je aran, -+,
und Iy -+ I, so folgt,

EEIB A1y 2ty Uy, und a1-~-an:§=0,

cee o N (Satz 69)— areray el 2= 0.
S,Bth, Tty ls; und l1“'ls:.§=0 ) R
Rang R (ar+a,+li--l) = Rang Ri(as-a,)+---+Rang Ry (i) .

Einerseits folgt,
EBI A1, 7ty Qs

............
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R (@ tplyl)d2 — Ri(ay-a,) 2z od. - od. Rp(i-l)dw.
SR (al"'a'n"'ll"'ls) g ml (al'"an) 4 oo %ﬁk (ll'“ls) .

Anderseits folgt trivialerweise, v
R (@1 e lioe-ly) = Ry (@aee-an) + - +Re Goeole)
R (@1 pee-lie--l) = Ry @1 an) + -+ +Re (o1
R (@1 Lyl = Ry (al-“an)j; ig}k (1) .
Ri(ar--ay) * oo = R (li---1) w.z.b. w.

Zusatz. P> Ry, -, Br2 Ry —
D{ B Ry), BReprR) | =N, 19 < k1.
Satz 72. R =D (Pr, R)+D Pe, R)+D B, W)+ - .

Beweis :

%2:$1+$2+$3+'“y _ S Y n n
5= b 9= DO, T+ D, WD, W+

Weiter ist @(E&, N, (1=1, 2,8, ---) ein linearer Raun nach Zusatz
zum Satz 64.

B = D, R),
Pe = D(Pe, R),

Py = DBy, R), —(Satz 71)— D(B1, R) = D(P2, R) = D(Ps, R) # --- .

Ferner ergibt sich,

B 2DPi, R), (1=1,2,38, ) —(Satz 65)— D(PB:, R).
Also ist,

R = DBy, R)+ DB, N +DPs, M+, w.z b.w.

Zusatz 1. Fir jeden linearen Primraum R, gilt genau eine der
Aussagen

(B2F, .27, BT, ).

Zusatz 2. Fiir jeden linearen Primzyklus a;-- d.+1, gilt genau
eine der. Aussagen

{;Bﬁaly **, OBne1, Und 2]329%, oty Ope1, Und 5]3390,1, sty Oper, und }

[Sce. Rep. T.B.D. Sec. A.
(40)
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Satz 73. Eine beliebige Summenmenge der linearen Riume bzw.
Primverkniipfungsriume von %, ist auch ein Bp-Raum.

Beweis: Der Beweis ist klar, weil die Grundannahme, sowie die
Axiome 1%, 2, 3, 4, 5 in unserer Definition von B-Raums erfiillt sind.

Bemerkungen zum Schluss.

Es bleibt noch zu zeigen, dass wenn ferner die Endlichkeit des
Ranges als Axiom zugefiigt wird, so reduziert sich unser Primverk-
nipfungsraum zu einem projektiven Raum von endlicher Dimension,
welcher auf Grund des Verkniipfungs- und des Dimensionsaxiom®
aufgebaut wird. Dabei zerlegt sich also der Bs-Raum in die endliche
direkte Summe von projektiven Ridumen von endlicher Dimension.

(16) Z. B. vgl. Veblen-Young : Projective Geometry !

Vol. 3, No. 5L.]
‘ (41)
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